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PRÉFACE. 


Il est, dans l'histoire des connaissances humaines, des époques où le génie, 
après s'être élevé aux plus hautes conceptions, semble quelque temps arrèté 
dans son vol pour prendre bientôt un nouvel essor, et se signaler par l’une de 
ces découvertes qui changent la face de la science. 

C'est ainsi que Descartes, par l'application de l’Algèbre à la Géométrie, se 
fraya une route inconnue à ses prédécesseurs, et que Newton et Leibnitz 
étonnèrent l'Europe savante par l'invention d’une analyse bien supérieure à la 
Géométrie de Descartes. 

Jamais découverte n’honora plus l'esprit humain : l'infini, cet être idéat, 
parut soumis au calcul, et opérer des prodiges. En vain quelques philosophes 
voulurent révoquer en doute l'exactitude d’une analyse aussi singulière; ils ne 
purent en contester les résultats, et ne firent qu'exciter les géomètres à mé- 
diter davantage sur la vraie métaphysique des nouveaux calculs. Newton, le 
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premier, pénétra ce mystère, en considérant le Calcul différentiel comme la 
méthode des premières et dernières raisons des quantités, ou autrement, 
comme la méthode des limites de leurs rapports. D'Alembert reconnut dans 
les idées de Newton la vraie métaphysique du Calcul infinitésimal, et prouva 
que, par la méthode des limites, on peut donner une explication satisfaisante 
de celle des fluxions dégagée de toute considération de mouvement, chose 
étrangère au Calcul différentiel. Postérieurement à d'Alembert, plusieurs 
géomètres, et entre autres Cousin, ont exposé dans leurs écrits la méthode des 
limites; mais ce n’est qu'après eux qu'elle a été mise dans tout son jour, et 
qu'on a dissipé entièrement les doutes qui pouvaient naître de la métaphysique 
spécieuse de la méthode des infiniment petits, méthode qui peut être regardée 
comme une espèce d'abréviation de celle des limites. 

La méthode des infiniment petits, sous ce rapport, n'est plus qu'un moyen 
expéditif de trouver les différentielles des diverses fonctions ; elle grave ces 
différentielles dans notre mémoire. par des figures géométriques réduites au 
dernier degré de simplicité, et qui parlent plus à l'imagination que des idées 
abstraites ; enfin, cette méthode devient indispensable dans les hautes parties 
de la Mécanique et de l'Astronomie, où, sans son secours, la résolution des 
problèmes deviendrait souvent d'une extrême complication; aussi nos grands 
géomètres, dans les parties les plus relevées de leurs écrits, ne craignent pas 
d'y recourir. Nul moyen n'est plus sûr pour nous faire distinguer les quantités 
qui, suivant l'ordre d’infinis auxquels elles appartiennent, doivent être rejetées 
d’un calcul ou y être conservées. 

Cette méthode, dans sa métaphysique même, eut autrefois d'ardens défen- 
seurs, parce que si l'on ne s'écarte pas d'une certaine série de propositions, 
tout paraît avoir la rigueur mathématique, et semble découler naturellement 
d’un principe fondamental. 

Ce principe a été regardé jusqu'à présent comme une espèce d'axiome ; mais 
le point de vue sous lequel il nous fait considérer l'infini, nous présentant des 
conséquences difficiles à admettre, j'ai cru devoir le démontrer, en donnant 
pour base à la méthode des infiniment petits un autre principe qui, également 
fondé sur les notions que nous avons de l'infini, satisfait plus la raison par 
l'idée de limite qn'il renferme tacitement. 

Si la méthode des limites complète celle des infiniment petits, en rectifiant 
ce qu'il peut y avoir de défectueux dans cette dernière, la méthode de Lagrange 
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complète à son tour celle des limites, en rattachant les coefficiens différentiels 
à la pure Algèbre. 

On peut done considérer ces trois méthodes comme n’en formant pour ainsi 
dire qu’une seule; aussi, en les comparant, reconnaît-on que les principes qui 
en découlent leur sont communs, et qu'il ne faut, pour les entendre toutes, 
qu'ajouter très peu de chose à cour des limites. La méthode de Lagrange se 
réduit alors, en quelque sorte, à un théorème que j'ai rendu extrêmement 
facile par les modifications que je lui ai fait subir. 

Comme dans mes autres ouvrages en Mathématiques, j'ai développé toutes 
les opérations, persuadé que ce n’est pas en dédaignant d'entrer dans de sem- 
blables détails, qu'un auteur paraîtra doué de plus vastes conceptions, et qu'il 
ne doit ètre jugé que par la manière dont il expose ses idées, et par les aper- 
çus plus ou moins nouveaux renfermés dans ses écrits. 

Une telle extension donnée aux calculs devait nécessairement rétrécir l'es- 
pace réservé à l'exposition de la partie philosophique de l'ouvrage. J'ai cherché 
à surmonter cette difficulté par beaucoup de précision, et l'on verra que je 
me suis constamment attaché à rendre raison des procédés analytiques, à sui- 
vre la marche d'invention , et à m'élever progressivement des idées les plus 
simples aux résultats les plus généraux. 

J'ai souvent fait précéder une théorie par des réflexions qui tendent à en 
faciliter l'intelligence, et j'ai toujours évité d'adopter, sans démonstration, ces 
formules d'origine inconnue, dont on ne peut justifier l'emploi que par le 
résultat auquel on parvient. 

A la suite du Calcul intégral, J'ai traité de celui des différences finies, qui 
est d’une si grande utilité dans la théorie des suites. L'ordre et les tableaux 
que j'ai introduits dans cette matière abstruse, doivent sans doute contribuer 
à en rendre l'ensembre facile à saisir. J'ai expliqué avec soin la méthode d'in- 
terpolation de Newton; et, par des considérations puisées dans le fond du 
sujet, je suis parvenu aisément aux formules que Lagrange a trouvées pour 
parvenir au même but. Je donne ensuite le beau théorème d'Euler, par lequel 
l'intégrale de forme finie d’une fonction dépend de ses coefficiens différentiels ; 
et je fais connaitre l'analogie qui existe entre les différences et les puissances. 

Je passe de là au Calcul des variations, dont je démontre les théorèmes 
principaux avec une grande généralité, ce qui me fournit les moyens de lever 
plusieurs difficultés qui peuvent nous arrêter dans ce calcul. 
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Enfin, j'ai rejeté dans les notes deux nouvelles démonstrations de la règle 
d'Euler, pour ramener un problème de maxima ou minima relatifs à un pro- 
blème de maxima ou minima absolus. 

Le Caleul des variations a toujours passé pour très abstrait; je pense cepen- 
dant que, comme on l’a fait pour d’autres théories, on finira par le dépouiller 
de tout ce qu'il a d'épineux. L'obscurité, en Mathématiques, ne provient pas 
. seulement d’un ordre de propositions mal établi, mais dérive encore des la- 
cunes qui, même dans le meilleur plan, peuvent arrêter la marche de la pensée. 
Voilà l'écueil que j'ai voulu éviter, en cherchant à lier entre elles des propo- 
sitions isolées par des démonstrations dont l'urgence se faisait sentir. 

Le Caleul infinitésimal se composant de diverses théories qui souvent sont 
indépendantes les unes des autres, j'ai cru devoir indiquer par de plus fins 
caractères les matières qui peuvent ètre supprimées à une première lecture. 
Par là, ceux qui ne veulent entreprendre qu’une étude peu approfondie de la 
haute Géométrie auront la faculté de ne parcourir que les parties les plus élé- 
mentaires de cet ouvrage ; tandis que ceux qui désirent acquérir des connais- 
sances plus étendues, après s'être familiarisés davantage avec les principes, 
parcourront avec plus de fruit les autres parties. 

Quant aux notes qui terminent cet Ouvrage, elles se composent de quelques 
démonstrations nouvelles, et de choses qui auraient pu entraîner des lon- 
gueurs, si elles n’eussent été traitées à part. Mais ce qui en forme la partie la 
plus- intéressante, ce sont quelques théories importantes que j'ai beaucoup 
modifiées pour les rendre plus intelligibles et plus complètes. 
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CALCUL DIFFÉRENTIEL. 


De la différentiation des quantités algébriques. 


1. On dit qu’une variable est fonction d’une autre variable, lorsque la première 
est égale à une certaine expression analytique composée de la seconde; par 
exemple, y est une fonction de + dans les équations suivantes : 


VER, be, y, piton 


2. Considérons une fonction dans son état d’accroissement, en vertu de 
celui de la variable qu’elle renferme : toute fonction d’une variable x pouvant 
être représentée par l’ordonnée d’une courbe BMM’, fig. 1 , soient AP = x et fig, 1, 
PM = y, les coordonnées d’un point M de cette courbe, et supposons que 
l'abscisse AP reçoive un accroissement PP’ — h; l’ordonnée PM deviendra 
P'M'=y'. Pour obtenir la valeur de cette nouvelle ordonnée, on voit donc qu’il 
faut changer z en x - h dans l'équation de la courbe ; et la valeur que cette 
équation déterminera alors pour y sera celle de y’. 

Par exemple, si l'on avait l'équation y = "2", on obtiendrait y en chan- 
geant zen x -}- h et y en y, et l'on aurait 

y = m (z 4h), 
on, en développant , 
| y = ms + meh + mh’. 
3. Prenons maintenant l'équation 
J—=5....(1), 
et Supposons que y devienne y lorsque x devient x  h; noùs aurons donc 

| y= + 4): 

et, en exécutant l'opération indiquée , 
= 25 -p 82h + 3xh° -+ h’? : 
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si de cette équation nous retranchons l'équation (1), il restera 
y — y = 32h + 3rh -H h’; 
et en divisant par k, 


, 


LEE E TA 3 2 
ER M + 8xh + k... (2). 


Voyons ce que ce résultat nous apprend : y — y représente l'accroisse- 
ment de la fonction y en vertu de l'accroissement À donné à v, puisque 
cette différence y — y est celle du nouvel état de grandeur de y à son état 
primitif. 

D'une autre part, l'accroissement de v étant h, il suit de là que l'expression 


A i est le rapport de l'accroissement de la fonction y à celui de la variable x. 


En considérant le second membre de l'équation (2), on voit que ce rapport 
diminue d'autant plus que 4 diminue, et que lorsque À devient nul, ce rap- 
port se réduit à 37°. 


Ce terme 3x? est donc la limite du rapport : c'est vers ce terme qu'il 


y'—y 
h 
tend lorsqu'on fait diminuer 4. 
4. Dans l'hypothèse de 4 = o l'accroissement de y devenant aussi nul, 


y —y 
A 


0 F i ; 
se réduit à g? et par conséquent l'équation (2) devient 
o 
== 8r. ea (8). 
| S= 84%. (8) 
Cette équation n’a rien d'absurde, parce que l'Algèbre nous apprend 
que A peut représenter toutes sortes de quantités (*). D'ailleurs on conçoit que 
D 


puisqu’en divisant les deux termes d’une fraction par un même nombre, cette 
fraction ne change pas de valeur , il en résulte que la petitesse des termes 


(*) Pour le reconnaître, il suffit de considérer les équations du premier degré; en effet, (out ce 
qu’on nous demande dans celle-ci, y —ax+-b, c'est de trouver pour y une valeur composée du pro- 
duit d'un certain nombre x par a, et de la quantité b. Or, ce nombre x est tout-à-fait arbitraire ; 
il peut être égal à 1, à 2, à 5, ou à toute autre quantité numérique : et les résultats a + b, 2a + b, 
5a +b, etc., qu'on obtiendra ainsi, seront toujours des valeurs convenables de y. 11 n'en serait 
pas de même si l’on avait une seconde équation y = a'x + b’ entre x et y; car , en éliminant y , 

: b'—b EN a D s 
on trouverait x =, valeur qui n'est plus arbitraire, et qui devient = dans le cas où l’on a 
b' =b et a =’; mais alors les deux équations se réduisent à cette seule y = ax +b, et la 
valeur de x, comme on vient de le voir , devient une quantité indéterminée qui se présente sous la 


o 
forme —. 
0 
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d'une fraction m'influe en rien sur sa valeur, et que par conséquent elle peut 
rester la même lorsque ses termes sont parvenus au dernier degré de petitesse, 
c'est-à-dire sont devenus nuls. 


m ol: 1. TEEN A 
La fraction g? qui se trouve dans l'équation (3), est un symbole qui a rem- 


placé le rapport de l'accroissement de la fonction à celui de la variable : 
comme ce symbole ne laisse aucune trace de cette variable, représen- 


dy d AFTER : 

tons-le par Pe alors E nous rappellera que la fonction était y et que la varia- 
b i : 

ble était v (*). Mais dy et dx ne seront pas moins des quantités nulles, et nous 


aurons 


dy gy 
iz 3x er., (4) 
} f Pe . : 
E ou plutôt sa valeur 32° est le coefficient différentiel de la fonction y. 


dy , 8 d a NE 
Remarquons que Ja etant le signe qui représente la limite 3%°, comme le 
montre l'équation (4), dx doit toujours être placé sous dy. Cependant, pour 
faciliter les opérations de l’Algèbre, on peut momentanément faire évanouir le 
dénominateur de l'équation (4), et l'on a dy —3x°dx. Cette expression 3:°dr 
est ce qu’on appelle la différentielle de la fonction y. 


5. Cherchons encore la différentielle de la fonction a-3x?, Pour cet effet , il 
faut done dans l'équation y=a ~- 32°, faire =+--h; et, en changeant y en y’, 
cette équation deviendra 


y =a -3r + 6rh 43h; 
y — 


| 
donc TA Y — 6z -+ 34; égalant k à zéro, il nous vient z = 6x : donc la dif- 


férentielle cherchée est dy = 6rdv. 


6. Pour troisième exemple, cherchons la différentielle de y=—=ax—b : fai- 
sons æ— x + h , et substituant, nous avons 
y =a? + Sax°h 3axh° ah — b ; 
done 
y- 


1 3a’ + 3arh+-ah ; 
è 


(*) Ce n'est pas la première fois que, dans Panalyse, un signe rattache une quantité à celle 


dont elle tire son origine. C'est ainsi que V2, qui représente 1,4142156...., nous indique que ce 
nombre dérive de 2 , par une suite d'opérations. 
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passant à la limite , on a 


dy Le 
T = bar. 
, Tel est le coefficient différentiel de la fonction proposée ; la différentielle sera 
dy = 3ar°dr. 
; e. 
7. Proposons-nous de trouver encore la différentielle de y =; =; effec- 


tuant la division, on trouve y = 1 --s-}s° ; mettant x + h à la place de x, 
et y’ à celle de y, on obtient 


y=1l+x#h a L2hr h, 
et en ordonnant par rapport à h, 


die anA; 


donc 
yy Lt 
nt 
passant à la limite, on a =a 2x- 1; donc la différentielle de i — est 
(27 + 1)dæ. 


8. Prenons encore pour exemple 
y = (x° — 2a’) (x° — 3a’), 
développant, on a 
y= — 50r -H 6a; 
substituant v -}- h à x et y à y, et ordonnant ensuite par rapport à A, il vient 
y = ti — Barx’ -bat (425 —10ax) h 
-H (622— 5a?) h>- Aeh- hi; 
donc 
TI P — L0a2r (62° — 5a) hp 4rh HIS ; 
passant à la limite, on a 


di 
D = —_ 10e’ ; 


et en multipliant par dx, on trouve que la différentielle est 
dy =(42? — 10a°x) dr. 
9. L'expression dx est elle-même la différentielle de x; car soit y = v, on 


ee = 1, Comme la 


a y'= v + h; donc y — y = h, et par conséquent 


quantité n'entre pas dans le second membre de cette équation , on voit que 
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dy 
dr 


VY nd 


h dr 


=}; 


pour passer à la limite, il suffit de changer ;ce qui donne 


donc , dans notre hypothèse , dy —dr. 


10. On trouvera de même que la différentielle de az est adv; mais si l’on 
avait y— ax -} b, on obtiendrait encore adr pour la différentielle. D'où il 
suit qu’une constante b qui n’est point affectée de x, ne donne aucun terme à 
la différentiation, ou, autrement dit, n’a point de différentielle. 

On peut d'ailleurs considérer que si l'on a y =b, c’est le cas où a est nul 


i d TA ,d 
dans l'équation y—ar-b, et où, par conséquent, g= a se réduisant à T0 3 
il n'y a ni limite ni différentielle. 


11. Il est à observer que quelquefois l'accroissement de la variable est négatif; 
dans ce cas, il faut substituer x — À à x, et opérer comme précédemment. 

Ainsi, pour trouver la différentielle de az? lorsque l'accroissement est néga- 
tif, on remplacera x par v — h, et l'on aura 


y = ax — 3ax°h—-3axh" — ahÿ ; 


donc 
Pt — bar’ +-Saxh — ah’ : * 
EAF dy A 2. 
passant à la limite, on aura r ss Saz? ,et par conséquent dy =— 3azr°dr. 


On voit que cela revient à supposer dx négatif dans la différentielle de y 
calculée dans l'hypothèse d’un accroissement positif. 


12. Avant que d'aller plus loin, faisons une remarque essentielle , c’est 
que dans une équation dont le second membre est une fonction de v, et que 
pour cette raison nous représenterons généralement par y= fx, si l'on change 
x en v-}-h, et qu'après avoir ordonné par rapport aux puissances de h, on 
trouve le développement suivant 

y =A BACH EL DA —Lete., 
on doit toujours avoir y — A. En effet, si l'on fait À — 0 , le second membre 
se réduit à A; à l'égard du premier membre , comme nous n'avons accentué y 
que pour marquer que y éprouvait un certain changement lorsque x devenait 
x- h, il faudra lorsque À sera nul, que nous supprimions l'accent de y, et 
l'équation (2) se réduira alors à 
y=A. 


13. Ceci va nous donner les moyens de généraliser le procédé de la diffé- 
rentiation. En effet, si dans l'équation y—fr, dans laquelle on est censé 
connaitre l'expression représentée par fr, on a mis s- h à la place de », et 
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qu'après avoir ordonné par rapport aux puissances de h, ou ait pu obtenir le 
développement suivant 
y =A -J Bi Ch + DS -h ete., 

ou plutôt, d’après l’article précédent, 

y —=y+-Bh+-Ch -L ete. , 
on aura 

y —y=Bh + Ch ete. : 
done 


L "=B Ch + ete. ; 


METTER., y 
ct en passant à la limite, =. Ce qui nous apprend que le coefficient 


différentiel est égal au coefficient du terme qui contient la première puissance 
de 4 dans le développement de f (x-}-h) ordonné par rapport aux puissances 
ascendantes de k. 


14. Si au lieu d’une fonction y qui change d'état en vertu de l'accroissement 
donné à la variable x qu'elle renferme, on a deux fonctions y et z de cette 
même variable x, et que l'on sache trouver en particulier les différentielles 
de chacune de ces fonctions, il sera facile, par la démonstration suivante, 
d'en conclure la différentielle du produit zy de ces fonctions. En effet, si l'on 
substitue x } à la place de x dans y et dans z, on obtiendra deux développe- 
mens qui, étant ordonnés par rapport aux puissances de À, pourront être 
représentés ainsi : 

y =y Ah BA -Hete.... (5), 
s= sz- Ah- B'e ete... (6); 


passant à la limite, on trouvera 


multipliant les équations (5) et (6) l’une par l'autre , nous obtiendrons 
sy —=2y+-Azh LL Bz — ete. 
-HA'yh + AA + ete. 
+ Byk + ete. ; 
donc 
Th N'y (B5 AA + Byn Letc. : 


passant à la limite , et indiquant par un point l'expression qui doit être diffé- 
rentiée, on obtiendra 


d: 
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mettant au lieu de A et de A’ leurs valeurs données par les équations (7)il 
viendra 


d.zy 
d? ` 
et en supprimant le diviseur commun dx, 
d. zy= zdy ydz. 
Ainsi, pour trouver la différentielle d’un produit de deux variables, il faut 
multiplier chacune par la différentielle de l’autre , et ajouter les produits. 


zdy , ydz 
de t’ 


15. Au moyen de cette règle, on trouvera facilement la différentielle d’un 
produit de trois variables, 

Soit, par exemple, yzu : faisons y:—t, nous aurons donc d.yzu=d.tu. 

Or, d’après ce qui précède, j 

d.tu=tdu-}udt.... (8); 
et puisque £ = yz, on a dé = ydz-} zdy ; mettant donc ces valeurs de ¢ et de 
dż dans l'équation (8) , elle se changera en d.yzu = yzdu + uydz-} uzdy. 

On voit que la même règle subsiste encore pour un produit de trois variables, 
c'est-à-dire qu’il faut écrire le produit yzu , et remplacer successivement chaque 
variable par sa différentielle , et ajouter ces produits. 

La même règle a lieu pour un plus grand nombre de variables. 
ydz— zdy 


y’ 


16. La différentielle d’une fraction est ;car da. int = 1, nous 
y 


avons z —yt; donc, art. 14, ds—ydt dy; d'où nous tirons ydt— dz—tdy; 
mettant dans le second membre la valeur de 4, il vient ydt=dz R dy; 


réduisant au même dénominateur , et divisant ensuite par y, ona 


$ __ydz— zdy z__ydz— zdy 


2 d. FF 2 
y y y 
17. Si dans l'équation d.yzu — yzđu -} qudz + zudy , art. 15, on divise 
tous les termes par yzw, on obtiendra 


d 


d. ysu __ du 


dz dy 
+F+% 

En général, en divisant la différentielle d’un prodait d'un nombre quel- 
conque de variables par ce produit, on trouvera 


dr , dy ds , dt , du 
=— + s A VE A s etc... (9). 


Six, y,3,t,u, etc., sont égaux à v et en nombre m, on aura dans le 


yzu uw 


d.ryztu, etc. 
æryztu, ete. 


/ : , dæ 
second membre de cette équation un nombre m de termes égaux à ice second 
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membre se changera donc en ns et l'équation (9) deviendra 


d.s” dr 
a" g’ 


et en multipliant par +”, on aura 
d.s” = ms" -'d7. 


18. D'où l'on peut conclure cette règle : lorsqu'une variable est élevée à une 
puissance M, pour avoir la différentielle, il faut, 1° changer l’exposant en coeffi- 
cient; 2 affecter la variable d’un exposant moindre d'une unité; 3° multiplier 


-ensuite ce produit par dx. 


19. Si l'exposant était fractionnaire ou négatif, la même règle aurait lieu. 
P 
Pour démontrer ce premier cas, soit y=1", en élevant les deux membres à 
la puissance g, on aura y! = 2” ; donc, art. 18, gy!-"dy—pr?-"dx; d'où l'on 
tire 


=£ —dzr; 
* 


gP a 
et comme +?-* peut se mettre sous la forme z? et que de même y=", en 


substituant ces valeurs, on a 


et à cause de z” —y!, l'équation précédente se réduit à 
Clim 
dy = P Pki ' 


mettant enfin pour y sa valeur, on obtient 
r 


a 
et en faisant passer le diviseur x en exposant, on a 
21 
dy Le dr, 
è q 


P 
ce qui est la même chose que la différentielle de y = #* qu'on aurait obtenue 
en faisant usage de la règle du n° 18. 
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Pour démontrer le cas où l’exposant est négatif, soit y = x-7”, ce qui revient 
à y— D: ; différentiant par la règle des fractions, art. 16, nous aurons 


æPd. 1—1, dz” 
Xe 


et comme l'unité n’a point de différentielle, étant une constante, art. 10, cette 


dy = 


expression se réduit à dy= — =: effectuant la différentiation indiquée, 
wP 
pr?-"dx < 
art. 18, onaura dy=———, et en retranchant l’exposant 2p de l'expo- 
ge 
sant p—1, il vient enfin dy = — pr-?-'dx, ainsi qu’on l'aurait trouvé en fai- 


sant usage de la règle du n° 18. Concluons donc que cette règle a lieu, quel 
que soit l’exposant de x, c'est-à-dire pour un exposant entier, négatif ou frac- 
tionnaire. 

20. On peut parvenir immédiatement à la différentielle de 2” par la considération du binome, 
de la manière suivante : faisant £= x + 4, dansy = x”, on obtient 

J'=(2+ 4)", 
et en développant par la formule du binome, on trouve 
m—1 m—2 


em tm. Üa di ET Ne MEL + ete, 


retranchant de cette équation la précédente, et divisant par %, il reste 


= am ma hym. 


y z X = mam- A m7 "o imah +m z7 MEL maa + etc. 


5 
Passant à la limite, en faisant 4 = 0, on obtient 


dy 
Erea mgm- donc dy = ma™-'dz, 


et en remettant la valeur de y, on a 
dx" = mx""dx. 


21. Si Pon remplace les radicaux par des exposans fractionnaires, la règle 
du n°18 pourra donc servir à différentier ces sortes de quantités. Par exemple, 


z 
pour trouver la différentielle de V3; on écrira z*, dont la différentielle sera 


: 


3 3 dz EA 
racine carrée d’une quantité variable , il faut diviser la différentielle de cette quan: 
tité par le double du radical. 


—, ce qui nous apprend que, pour avoir la différentielle de la 


De la différentiation d'une somme de fonctions. 


22. Pour différentier une quantité qui renferme plusieurs termes , le pro- 
cédé serait bien long s’il fallait toujours tenir la marche que nous avons 
ÉLÉMENS DE CALCUL DIFFÉRENTIEL. 2 
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suivie, en cherchant d'abord la valeur de y’ pour en déduire ensuite celle de 


Y + Jet passer à la limite, en faisant A= o. Heureusement que lorsqu'on 
t 


sait différentier en particulier chaque terme , on peut suivre une voie plus 
simple, en vertu d’un théorème qui se réduit à cette proposition : la diffé- 
rentielle d'une somme de fonctions est égale à la somme des différentielles de ces 


fonctions. 


Pour le démontrer, soient donc f, F, #, etc., les signes indicatifs de ces 
diverses fonctions dont y se compose , et supposons que nous ayons 


y=fr + Fr ter ete., 
dont il faille chercher la différentielle. 


Si nous mettons v -}- A à la place de x dans ces fonctions , comme, par hypo- 
thèse, on sait les développer chacune en particulier suivant les puissances de 
h, nous pourrons représenter le résultat par 


y = fe + Ah -$ Ah 4 etc., 
+ Fe — Bh -p B'h -+ etc., 
-pr + Ch + Ch + ete.; 
rassemblant les termes multipliés par les mêmes puissances de A, et retran- 
chant y, nous trouverons 


y — y= (A-B 0)k + (A +8 -Ck ete. ; 


passons à la limite, 


D=AHBHC, et dy=Adr-4Bdr-+ Cdr. 
A , B, C étant les termes qui sont multipliés par la première pnissance de 4 
dans les développemens de f (x-}h), de F (x), et de # (x +-h), il en résulte 
que Adr -} Bdr -}- Cdx représentent la somme des différentielles des fonc- 
tions proposées. 


23. Pour donner une application de ce théorème, supposons qu'on ait à 
trouver la différentielle de 


y= + Pa +7; 
nous savons, par l’article 10, que la différentielle de az? est ad.x* ; et en 
exécutant , d’après l’article 18, la différentiation indiquée, il vient a.3r°dx ; 
et en mettant le coefficient numérique en dehors, on obtient 8ax’dr. En 
agissant de même à l'égard de la constante b°, on trouvera que la différen- 
tielle de bx° est 2hrdr ; d’un autre côté, l'article 21 nous apprend que ey/ x 
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a pour différentielle, ef s . Ajoutant donc ces résultats, nous trouverons 
T 


ád 
dy —3ax’dx +-2bxdx —- = 2 
s 


24. En général, lorsque dans une expression que l'on veut différentier , 
une constante entre comme facteur d’une fonction de x, il faut différentier 
comme si cette constante n’existait pas, et multiplier ensuite par cette con- 
stante, ; 


25. Si, au contraire, une constante n’est point affectée d'une fonction de x, 
elle ne fournit, comme nous l'avons vu art. 10, aucun termeà la différentielle. 


De la manière de faciliter la différentiation des fonctions com- 
pliquées , et d'éviter l'opération de l'élimination , lorsque la fonction 
y west pas immédiatement exprimée au moyen de la variable x. 


26. Quelquefois la fonction y et la variable x ne sont pas données par une 
mème équation. Par exemple, si l'on avait les deux équations des formes sui- 
vantes y = fu, etu—#x, le premier moyen qui se présenterait pour obtenir 


Ai FT 1 d? NT E : A 
le coefficient différentiel z serait d'éliminer u entre ces deux équations, pour 
ar 


pouvoir y appliquer le procédé de la différentiation; mais, sans avoir recours 
à cette opération préliminaire, on peut obtenir immédiatement le coeficient 


Y AEN: : à i A x A 
différentiel T : c'est ce qui va être l’objet de la démonstration suivante, 


Supposons donc que dans l'équation u—#x, on mette æ—- h à la place de 
et qu'alors v devienne #'—u -}k, c’est-à-dire se compose de la fonction 
primitive et d’un certain accroissement (art. 12) que nous représenterons par 
k; admettons encore qu'en substituant ensuite v —-#k à la place de u dans 
l'équation y = fw, la fonction y devienne y; si, en développant ces fonctions 
deu etdes par rapport aux puissances de leurs accroissemens , la substitution 
de æ -} h à la place de v dans la fonction «, nous donne 

w =u + qh + qe 4q" h + etc. ; 
et que la substitution de #4 à la place de u dans la fonction y nous donne 
y =y +ph pe -H p"k -t ete., 
on obtiendra 


u'— u ) 
=q + qh-1g'h + ete. 
Si E 10). 


LEY =p- pk pe ete. 
4 
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Multipliant ces équations terme à terme, on aura 


y —y w — u 


= (ppp ete.) q-Hg'hHg"i-ete.). 
Le premier membre de cette équation peut se réduire; car l'accroissement 
de w étant représenté par k, est donc égal àw — u ; par conséquent au lieu 


; — y w —u i. ig 
de A 7 1 =, nous pouvons écrire 


ywy 
h 


; et en mettant z’ — v à la place 


de k, l'équation précédente devient 


L—Y (g+-qh-q'h-ete.) (php ete.) (11). 


Lorsque k est nul, % s’évanouit aussi ( puisque # n’a pris l'accroissement %4 
que parce que x est devenu x -} A); par conséquent dans le cas où A= 0, qui 
est celui de la limite, l'équation (11) se change en 


d è 
E = pq... (12). 
Pour déterminer pet q, il faut supposer 4 et k nuls dans les équations (10), 
et ces équations donnent 
dy du 
tds dr © 
Sabstituant ces valeurs de p et de q dans l'équation (12), on obtiendra 


dy _ dydu 
dv dudr” 


Ce résultat nous apprend que si l’on a deux équations y = fu et u = ?r, et 
PI 


ča (13). 


3 4 PEF EN du . 
qu'on en tire les valeurs des coeficiens différentiels et dr” il suffira de mul- 


dy 
dr 


tiplier ces valeurs entre elles pour avoir celle de 


27. Si l'on a, par exemple, les équations y = 8w’ et u = x° + ar”; on 
trouvera 
dy du 
< —Gu, — = 3e | Dar; 
du pi dr LPS 
done , en multipliant ces équations terme à terme , on obtiendra 
d 
z = bu (3x -+ 2a) = 6 (2° + az?) (3x°+-2ar). 
28. La formule (13) est d'un grand usage pour différentier des quantités 
compliquées; donnons-en quelques applications. 
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1° Cherchons la différentielle de 


1 
a yV 12? i; 
cela se réduit à trouver le coefficient différentiel % . Pour cet effet, faisons 


1-a = u, alors y = 7 u `”, et les équations y = fu et u= ?x, art. 26, 
u 


r 
sont donc représentées ici par y = ù *, et par u = 1 + 2°. 
Différentiant ces équations, art. 18, et divisant la première par dw, et la 
seconde par dx, on trouve 


dy PE, + d $ 
o =—a(l#+#) HE * = 2r; 
multipliant ces coefficiens différentiels entre eux , on a 
dy _ 


aai VFF TF 


donc 


— zdr 
= —... Íl . 
dy Fipe: (14) 


Soit encore y—(a+-bx")" ; pour trouver la différentielle, faisons a +-b2"=u ; 
nous aurons les équations y = u” , u = a <- br" ; donc 
dy 
du 
multipliant entre eux ces coefficiens différentiels , on obtiendra 


dy 
z = bmna"-" (a br")"-*, 


= nu"-' = n (a -+ ba")"-1, = T 


29. Pour troisième exemple , soit 


y= (+V >] D} 


supposons 
c 
b— — =ü; 
æ? 


done 


y =(a y ui. (15 


différentiant l'équation précédente , nous avons 


2cxrdx 
du = E 
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done 


L'équation (15) donne 


d 
dy=4 {a+ Vu) d (a+ OH) 5 73 


et en mettant pour u sa valeur, il vient 


4 j3 
(Vie 


On pourrait prendre encore pour exemple 


dy _8(a+y 2} 
r. A3 , . uo REASON SSSR A 
y=(a 4 y 2) set l'on trouverait 7, = a : 


Des différentielles successives. 


30. Soit y une fonction de z; si elle est différentiée, on trouvera un résultat 
de la forme pdz (pétant une quantité qui peut renfermer +) ; si p renferme x, 
nous pourrons aussi différentier p, et obtenir un résultat représenté par 
gdz ; opérant de même par rapport à q, le résultat rdv sera encore de la même 
forme, ainsi de suite. pdv, qdx, rdx, etc., sont les différentielles successives 
de y. Par exemple, si l’on a y—ax?, on trouvera dy—Sax°dr ; donc p—3ax. 
Différentiant de nouveau, on a dp = Gardx; donc qg—Gar. Différentiant 
encore, dg = badz ; done r—64. Ici la différentiation ne peut plus avoir 
lieu, puisque 6a est une constante. 

Les équations 


l 
dy= pdv donnent , en divisant par dv, z Sp} 


d 
CT A OOSA mi = i 

dq 
la=rdr...,. CPRTETE EEE essences … = Ty 
dg= rd2 i 1 
etc. ete. 
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q étant obtenu par deux différentiations successives, et en divisant chaque 
2. 


: i LE d’y 
fois par dx, nous représenterons cette opération par ds? et nous aurons 


d’ k iai 3 T 
E = q; de même en différentiant de nouveau et en divisant par dx, nous 
v 
q? LR : 
aurons 1 = r; ainsi de suite. 
ar 


dy est la différentielle première de y ; 
d?y en est la différentielle seconde ; 
d'y en est la différentielle troisième ; 
etc. 


Théorème de Mac-Laurin (*). 


31. Soit y une fonction de x; ordonnons-la par rapport à v, et supposons 


y= A -Br -4Cr + Da Ext ete... (16 


nous aurons en différentiant et en divisant par dx, 


d 

DH 2074 SD + 4E eto., 
a. ... 2C + 2.8Dr + 3.4Er + etc., 
d'y “ 

ds ="... e... 23D +2.8.4Er -etc., 
etc. 


Représentons par (y) ce que devient y quand x —0, 


par (g :) ce que devient 2 quand T=0, 


par(T 3) ce que devient 2y ! quand z=0, 


ainsi de suite ; les équations précédentes nous PA S 


(y)=A, G) =2. (T) = 26 (T y) = 2.30; 


d’où nous tirerons 


(*) Ce théorème, comme le fait observer M. Peacock, avait été trouvé par Stirling, dès 1717, et 
par conséquent avant que Mac-Laurin en fit usage. 
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substituant ces valeurs dans l'équation (17), elle deviendra 


jiy + (8 te +(e +E Y) aans (17): 


telle est la formule de Mac-Laurin. 


$ N 1 } 
. Pour première application renons y = nous trouverons en 
32 P PP »P Le 


différentiant par l’article (16), 


d _{a+ x) d.1—1.d(a+x) __ dr 
iz (a+x) (a-r) 
Ea dy IR 
d’où nous conclurons + = QE 


différentiant de nouveau, nous trouverons successivement 


d'y _2(a+zx) _ 2 
dz? (aa — (az)? 


dy 2.8(a+r) _ 2.3 L 
MW Grp per 


Faisant donc v — o dans les valeurs de y, zt Fi Es de ZY Yas 3 etc., nous 
trouverons 


SAT Nes NUL TON C2 Ja) 29 a 
v= (a CAEN (= (= pl 


substituant ces valeurs et celle de y dans la formule (17), nous obtiendrons 


l ENE MEA M a 
ape a ete at 
33. Pour seconde application, prenons y = V oF br nous avons donc 

y —(a° +-bx) 

dy 1. l b 

= + (a <br) :b= : 

dr A 2 a —+-bx 
d’y 1,2 
— = — ii (a br) b = — —,— à 
4 CAR V (ebr) 
d'y Faezh 


=i 4i (eHh) >e = 


si nous faisons x — o , ces valeurs deviendront 


a TA dy x d'y +b {d'y DRE") 
nn =. (à) J (2) a (7) D o oto. 
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substituant dans la formule (17) ces valeurs de (y), de Ë n), d (F D) de 


(3) dy), etc. , on trouvera 


br? 


Vet Dia ES eia etc... (18). 


34. Pour troisième exemple, prenons y —(a-x)" ; nous trouverons en 
différentiant , 


Z= ma -+ x)"-*, 

= —m{(m— 1) (a x)", 
d'y 

de 


I — m (m — 1) (m — 9) (a 4-æ)"-3 , etc. 
Faisant z =o, la valeur de y se réduit à a” ; donc (y) = a", et les coefficiens 
différentiels ci-dessus deviennent 
da \ mt dy m d? 
(2) —ma"-", (12) =m (m — l) a”-°, (Ta) =min — 1)(m— 2) a"-3, etc. 


Substituant ces valeurs de (y), de a). de (z T) etc., dans l'équation (18), 


on trouve 
(a+ x)" = a” + ma"-1 x + me Dons 


(m—1) ele 21 
Ein A 


Hh a"-3 £ etc. [Note première (*).] 


De la différentiation des quantités transcendantes. 


35. Les quantités transcendantes sont celles qu’affectent des exposans 
variables , des logarithmes, des sinus, des cosinus , etc. 


36. Proposons-nous de différentier d’abord a”. Soit donc y=«*, changeons 
x en x +- h et y en y ; cette équation deviendra y = a*+* ou plutôt 
y = aa"... (19). [Note seconde. ] 
Il faut donc développer cette expression par rapport aux puissances de 4 
et trouver ensuite les termes multipliés par la première ; or, pour que a* 


() #oyez les notes à la fin de l'ouvrage. 
ÉLÈMENS DE CALCUL DIFFÉRENTIEL, 3 
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puisse se développer par la formule du binome, je ferai a = 1 ~|- b, et par 
conséquent a* deviendra 


(1-H = 14; PRG) EE AG DE — mi 


+ h (h—1) (h— 9) (h S AU ete... (20). 


On pent trouver les termes multipliés par la première puissance de %4 sans 
former tous les produits indiqués par le second membre de l'équation (20). 
Pour cela on s’apercevra d’abord que les termes qui contiennent la première 
puissance de À dans le second et dans le troisième terme de l'équation (20) 


sont = het + h. A l'égard des autres, nous remarquerons que si dans un 
produit tel que k(h—1)(4—2) (h—3) , ete., la partie(h—1)(4—2)(k—3),ete., 
est composée de n facteurs , son développement , d’après la théorie des équa- 
tions, sera de la forme 4" A 4"-" -} Bh"-°... L MAN, c'est-à-dire qu'on 
aura 

h (h — 1) (h — 2) (h — 3)... =h (h" 4 Ah"-1... Mh 4N)... (21), 
ou , en exécutant l'opération indiquée dans le second membre, il vient 

h(h— 1) (h — 2) (h — 3)... = ht! -H AA". .. EL Mh HN, 

et l'on voit que le terme qui contient la première puissance de À dans le produit 
h (h— 1) (h — 2) (h— 3), etc., sera N4. Examinons maintenant comment se 
compose le coefficient N. Or, l’Algèbre nous apprend encore que dans un 
produit tel que (A — 1 ) (h — 2) (h— 3), etc. , dont le développement est 4” 
+=... + Mh + N, le dernier terme N de ce développement se compose 
du produit des secondes parties — l , — 2, — 3 , etc. , des binomes 4— 1, 
h — 2, h— 3 , etc., c'est-à-dire qu’on a en général, 


N=— 1X —2X — 3 X — 4, etc. 


Ainsi, en considérant le quatrième terme 4 h(h— 1)(4-—2) del'équation(20), 


nous voyons que le développement de la partie (4— 1) (4 —2) qu'il ren- 
ferme sera de la forme XL AA-LN et aura le produit — 1 X —2 pour valeur 
de N, par conséquent la partie affectée de la première puissance de À que 
nous fournira ce terme, sera 


b3 þ? 
—. — — = — h; 
2.3 X( 1 X 2)h 8 t3 
en considérant ensuite le cinquième terme de l'équation (20), on verra de 
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mème que le terme affecté de la première puissance de k qu'il renferme , doit 
ètre 3 
—1X—2X D PRE 


354 * 4 


et ainsi de suite , de sorte que nous aurons 


2 3 A 
(1 +-b}=1 Hi- Eire ; ete. Ja -+ termesen k’, en kè, etc., 


et en remplaçant (1 As: par sa Fa a, on aura 
g= +i -ata a pie ) h-Ltermes en k’, en k’, ete. 


b bi 
Représentons a taei S ke) par À, on obtiendra 


a" = 1 P Ah—-itermesenk',enh*, etc. ; 
par cette valeur , l'équation y' = aa", deviendra 
y =a" + Aah- termesen h’, en kè, etc. 
Si nous en retranchons l'équation primitive y = 4*, il restera y — y=Aa"h 


-}- termes en h’, en h’, ete. ; passant à la limite , on trouvera 


dy z 
dg = Aa"... (22) 3 


ct en mettant la valeur de y, on obtiendra 
d.a” 


Jr = Au’ (28). 
37. La constante A dépend de a; car si dans Péquation 
LR UN rp 
À = G- LUE di — , ete.) 
on met pour b sa valeur a—1 , on trouvera 


(a—1 (a—1} + E a1 
mima AAi Cris e ) A etc... (24). 


À = 


38. Pour déterminer la valeur de la constante A , cherchons , par le théorème 
de Mac-Laurin et à l’aide des équations (22) et (23), le développement de a”; 
nous avons donc 


y = d, 
dy 
— — È , 
dx 


dy Ada” y Aade 
de’ de dy 
d'y 


NE y 


india = Aa”, etc 
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Faisons, art. 31, v=o, nous trouverons (y) = a° = 1 (à)= À, (=s 


(a+) = A, etc. Substituant ces valeurs dans l'équation (18), nous trouvons 


à A°x° 
a 14 AT Da —ete... (25); 


t Li i s " 
faisons x — i cette équation deviendra 


1 


A 1 1 
VE be MAUR PURE | Alan 


nommons e le second membre de cette équation, elle se change en a, = e ; 


d'où l'on tire a—e A, prenant les logarithmes, on a 


log a — log 6^ = A lóg e; 
donc 
_log a 
og 


Le nombre e, dont la valeur est donnée par l'équation 


1 1 
=1#1+ hp tete 


est la base que Néper choisit pour calculer ses tables de logarithmes, 


Ena (26). 


4 1 
Comme la série 1 4- 1 + 15 —ete., est assez convergente, on peut se 


borner à prendre les douze premiers termes de cette suite, et alors on trouve 
que e vaut environ 2,7182818. Si nous représentons par La le logarithme 


; LT La 
de a dans le système népérien, nous aurons done a= (2,7182818...) “,ou plus 
f La La PE 

simplement @ = e“ ; done log a = log e“ et log a = La loge; d’où nous 
tirerons 

loga __ 2 

= La... (27); 
log « EF, 


ce qui réduit l'équation (26) à A — La, et par conséquent l'équation (23) 
donne 
da’ — a"dr.La.... (28). 
59. Lorsque la base quelconque a est remplacée par la base du système népérien, l'équation 
précédente devient 


det = e‘dx.Le ; 
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et comme en changeant a en e dans l'équation (27), il en résulte que Le est égal à l'unité, Péqua- 
tion précédente se réduit à 


de? = e*dx. 
L’équation (25) nous fournit les moyens de trouver le développement de e”. En effet, lorsque 
a = e, l'équation (26) se réduit à 
A= 1; 
substituant cette valeur de A dans l'équation (25), et changeant a en e, on obtient 


CRE a z? 
e=1+; +15 +723 + etc... (29), 


Des différentielles logarithmiques. 


40. Soit x le logarithme de y dans le système dont la base esta, on a y =a”; 
et l'équation (22) nous donne dy = Aa‘dz ; d'où Pon tire 


Fees dy -e dy dyloge. 
To Aa Jdoga , a loga" 
log e 
et comme a” = y, et que x = log y, l'équation précédente devient 
dy loge ani 
d. log y Er: loga" (30). 
Dans le cas où lon prend les logarithmes dans le système népérien, la base æ 
1 Í loge loge 
devient le nombre e (art. 38), par conséquent l'on a EE 1 ; done 
loga loge 
dy 


alors d.log y pe, 


Des différentiellesdes sinus cosinus etautres lignes trigonométriques, 
ou des différentielles des fonctions circulaires. 


41. L'arc est plus grand que le sinus, et plus petit que la tangente. 

Pour le démontrer, soit AB, fig. 2, un arc qui a BE pour sinus et DA pour Fig. 2. 
tangente; et prenons l'arc AB égal à l'arc AB. En considérant la corde BB 
comme une ligne droite, on en tire la conséquence qu'elle est plus courte que 
l'are BAB’. Done la droite BE, moitié de la corde BB, est plus courte que 
Parc BA, moitié de l'arc BAB’; d'où il résulte que le sinus est moindre que l'ure. 

Pour démontrer que la tangente est plus grande que l'arc, nous avons 

Aire du triangle DD'C © aire du secteur BAB'C; 
ou, en mettant les expressions géométriques de ces aires, 
DD’ X + AC > arc BAB’ X + AC; 
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supprimant } AC de part et d'autre, il reste 
DD’ > are BAB’, 
et, en prenant la moitié, on a 
DA > arc BA. 


42. Il résulte de ce qui précède que la limite du rapport du sinus à l'arc est 
l'unité ; car lorsque l'arc À représenté par AB devient nul, le sinus se confon- 
dant avec la tangente, à plus forte raison le sinus se confond avec l'arc qui 
est compris entre la tangente et le sinus ; par conséquent on a, dans le casde 
sin À 


7, = 


la limite #04 ou plutôt 
areh’ °"P 


43. Pour trouver la différentielle du sinus dont l'arc est z, supposons done 
que cet arc reçoive un accroissement À ; nous savons par la Trigonométrie que 
sin (rx) =sin v cos% sinkcosr.... (31). 

Retranchant de cette fonction son état primitif, et divisant par l'accroisse- 
ment À de la variable, nous aurons 
sin (x 4- h) —sin v sin x cos sin k cos x — sin x 
h SE h : 
Rassemblant entre des parenthèses les termes qui sont multipliés par sin x 
dans le deuxième membre ; On trouvera 


sin (r—- h) — sinx_sinæ(cosh—1) , sin cos x 


i E T po Thn (32). 

Quand À devient o , cos À — 1 devient aussi nul, et Ma zi se réduit à e, 
Il convient donc de mettre ce terme sous une autre forme : pour cela léqua- 
tion cos* À -} sin? 4 — 1 me donne cos?  — 1 = — sin’, ou (cos h — 1) 
(cosh 1)=— sin? h; d'où je tire cos k — 1 = — Re | substituant cette 

cos À + 1 
valeur dans l'équation (82), cette équation devient 
lo Fe, be Eds da ee SOMANI sine ET i Arak. (33). 

Dans le cas de k—0, l'arc et le sinus se confondent, c'est-à-dire qu'on a 
sin% sinh 0. 


= 1 ; d'un autre côté cos h — 1,dune —0 : et l'équation(33) 


A cos AE 2 
re ACT LE 2 
se réduit à 


= cos +; d'où l'on déduit d.sin x = dx cos +. 


44. Dans cette démonstration , le rayon des tables a été pris pour unité ; 
mais si l'on voulait la différentielle d'un sinus dont le rayon serait a, au lieu 
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d'employer l'équation (31), on se servirait de celle-ci : 


sin (rh) = 


Dans le résultat précédent, il faudrait donc restituer la constante a , ce qui 


sin x cos À sin À cos s 
a 


se (84). 


dx coss 


donnerait d.sin z = pour la différentielle du sinus d'un arc dont le 


rayon est a. 


45. On peut parvenir à la différentielle de sin x par des considérations géométriques ; car soit 
AB, fig. 5, Parc x; BM, l'arc A; la perpendiculaire BP sera donc sin x, et la perpendiculaire MQ Fig. 
sera sin (x + A); cela posé, plus l'arc BM — diminue, plus l'angle MBC tend à devenir droit; par 
conséquent, dans le cas de la limite, on peut considérer l'angle MBC comme droit ; alors le triangle 
MBD devient semblable au triangle BCP , puisque dans cette circonstance ces triangles ont leurs 
côtés perpendiculaires; d'oùil suit qu’on a la proportion 

BC : CP :: BM : MD, 
ou 
r: cosg :: BM:sin(x+#)—sinx; 
donc 


sin (x +4) —sinx _cosx 


TBM r 
Passant à la limite et observant que, dans ce cas, la corde BM peut être remplacée par l'are BAM=A, 


l'équation précédente deviendra ne =: 


et en prenant le rayon égal à l'unité, 


d.sin x = dx cos x. 


46. Pour trouver la différentielle de cos v, l'équation sin? x + cos? x = 1 
ou plutôt (sin x) -+ (cos x)? —1 étant différentiée (art. 18), donne 2 sin x d. 
sin + 2 cos xd. cos r= 0; d'où l’on tire 
sin v d. sin v, 


d. cos x = — ; 


cos æ 
mettant pour d. sin + sa valeur dx cos x, art. 43, et réduisant, on a d. cos x = 


— dr sin x. 
3 E à 242 si 
47. On obtient la différentielle de tang x en considérant que tangx = — ; 
différentiant cette équation par l’article (16), on trouve 


cos > d. sin æ— sin v d. coss 
? 


d. tang x = 
cos? æ 


mettant les valeurs de d. sin v et de d. cos x on aura, 


cos’ x -} sin? x 


d. tang x — dx; done 7 
5 ( cos? x ) fg 


dr z ; 
d. tang x = cos 3 Puisque cos? v -+ sin x = 1. 
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48. On sait par la Trigonométrie que le rayon est une moyenne propor- 


tionnelle entre la tangente et la cotangente , et entre le cosinus et la sécante , 
ce qui donne 


cot y = LL sé TENE SO 
tang v cos æ 


En différentiant la première de ces équations (art. 16), on trouve 


dr dr 
d.cotr=— 2 — M T» 
tang’ v cos? x tang’ 7 sin’ æ 


A >i in H $ 
car de l'équation m tang, on tire cos. tang = sin. 


49. L'équation séc x = er étant différentiée, donne 


d. séc x = — 


d.cosx sin xdr sinr 1 


— = dr= tang x séc vdr. 
cos? æ cos? x 


cos T COS V 


50. On déterminerait de même la différentielle de la cosécante ; 


car 
r: #1 A. : 
cosée x = —— ; différentiant, on a 
sin æ 
5 cos rdr coss l 
d. coséc t = — =" "© L dr 
sin? v sin æ# sin y 
= — coséc dr = — cos x coséc rd. 
tang v 


51. A l'égard du sinus verse , en différentiant l'équation sin verse x ~- cos x 


= 1, on trouve d. sin verse v = d. (1 — cos x), et en effectuant la différen- 
tiation , d. sin verse x = sin æder. 


De la différentiation de quelques fonctions transcendantes 
compliquées. 


52. Les principes précédens suffiraient pour pouvoir différentier toute 
expression affectée de quantités transcendantes. 


Soit y= a" ; faisons b” — u, nous aurons y= a"; différentions par l'ar- 
ticle (38) (équation 28) , nous trouverons 
s dy d sat du 
| PRE Le, = b'Lb ; 
done (art. 26) 
dy ., du u à 
= a } 
PPRA Y kia nm Es. 
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83. Soit encore y= z”; prenant les logarithmes, on a log y — v log z; done 
d. log y = vd. log z -} log zdv; mettant pour les différentielles logarithmi- 
ques leurs valeurs (art. 40), nous trouverons 


dy =v + log zdv, et par conséquent 


a= -+ logzdv) , ou plutôt dy = pE + log zav). 


Au moyen de cette différentielle, on trouvera facilement celle de y = z"; 

car soit {" — v, l'équation se réduit à y = z” : or, les équations y = z” à 

v =t", qui sont de même forme que l'équation dont nous venons de trouver 
la différentielle, donneront 


dy = 3” (= — log sde) A 
do = t" GC — log tdu } 


Substituant dans la valeur de dy donnée par cette avant-dernière équation 
celle de dv et de v, nous aurons 


dy — e|: „i — log zt" i —- log tu) ] = st 


(Z -+-u log ya = + log z log tdu), 


Théorème de Taylor. 


54. Avant que d'aller plus loin , nous remarquerons que dans le calcul 


der : 
différentiel une expression telle que ~+ Y signifie qu'une fonction y d'une ou 


dx Lu 
de plusieurs variables a été différentiée par rapport à la variable x et divisée 
p Fp 
3% dy 
par dx; par exemple, si l’on avait y—ax’u?zi, l'expression °° détermine- 
v 


rait en regardant « et z comme constans, et en différentiant par rapport à 


x et divisant ensuite par dv : ainsi on aurait T = Jaxuzi. On trouverait de 


dy 2 23913 dy 
même ES kar’ z'u’ et da 


serait 2v. 


f ; d 
= $ar?zhu°. Si l'on avait y = r + », T 


55. Si dans une fonction y de x, la variable x se change en x h, on a le 
ÉLÉMENS DE CALCUL aadli 4 
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même coefficient différentiel lorsque x est variable et h constant , que lorsque h est 
variable et x constant. 


Pour le démontrer , si dans l'équation y — fr , nous mettons x + h = rà 
la place de x, nous aurons y = fr’; la différentielle de fr sera égale à une 
autre fonction de x’ représentée par 9x’ et multipliée par dx’, par conséquent 
dy = ?r'dz’, ou en mettant pour +’ sa valeur x -+ h, on aura 


dy =p (#7) à (7-44). 


Or. le seul changement qu’apporte dans cette différentielle l'hypothèse de 
x variable et de } constant, n’est que dans le facteur d (x + h), qui se réduit 
à dv quand x est variable, et À constant; on a donc alors 

dy = (x) dr, 
d’où l'on tire 

d rl 

I =? (rh)... (88). 


Si, au contraire, on fait x constant et À variable, le facteur d (x +-h) se réduit 
à dh, et l'on a 


dy = ș (x +) dx, 
et par conséquent 


d 
SY à (eh). (86) ; 
égalant ces deux valeurs de ọ (x + k), il nous vient 
dy _dy 


dr dx’ 
Par exemple, si l’on avait y =a? , en mettant x -+ h à la place de x , on trou- 
verait 


dy = 8a (x+h) nudy! 


dx dh ° 
et par conséquent 
EG d 
EE dh 


56. Les équations (38) et (36) étant différentiées par rapport à x x, don- 
nent encore les résultats égaux 


d'y 
a = (x 4h) d (£ +h). 


€ 
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Faisons Å constant dans la première équation, et + constant dans la seconde, 
nous aurons 


Er (+) de, = à (e 4A) dh, 
d'où nous tirerons 
dy r. d'y 
de “dh 


dy d'y 


ar. dy 
On conclura par le même raisonnement que Tr et qu TT = 


_ de 
ainsi de suite. 


57. Cela posé, soit y’ une fonction de x A ; cette fonction étant dévelop- 
pée par rapport aux puissances de k, supposons qu’on ait 


y = y + Ah- BA + CH -+ etc... (37), 
A, B, C, etc., étant des fonctions inconnues de x qu'il s’agit de déterminer. 
Pour cet effet, en différentiant par rapport à h, et en divisant par dk, on aura 


MA HABA + SCH ete; 


différentiant ensuite par rapport à x et divisant par dx, nous aurons 


dy dy dA, dB,, 
dx dr di de HAREEK Fete. 


Les premiers membres de ces équations étant égaux, en vertu de l'art. 55, les 
seconds membres seront identiques; égalant donc entre eux les coefliciens 
des mêmes puissances de h, on trouvera 


dy dA ‘dB dc 
on den "due “dou” 


Substituant la valeur de A, donnée par la première de ces équations, dans la 


1 dy . 
seconde, on aura B— TS iz; substituant cette valeur dans celle de C, on aura 


l 3 
i arh ainsi de suite. 


Au moyen de ces valeurs de A, de B, de C, etc., l'équation (37) deviendra 
d'y ke  & d'y hè 
a T EST dæ? 1.2.3 To 


ou en mettant pour y sa valeur, 


Mi 


dy dy ie d'y 
pes aP R Ts + z. a ah 


ce qui est la formule de Taylor. 
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Application de la formule de Taylor au développement en série 
de diverses fonctions. 


58. Soit y =p 2 Fh; on adone g= s s. 


Donc 


etc. 
Substituant ces valeurs dans la formule de Taylor, on a 


—— h h h 

r4h=/ 2 Lie —}i—= p a, ete. 
Ai 4 + y s PET Ya 

59. Soit y =sin (x-}A), d'où il suit que y = sin x; on formera ainsi les 
coefficiens différentiels successifs, 

dy d’y NAER y db. "dy 

a UA Je Ma, =F bai cos T, di =$Inr, que cos æ, etc.; 
substituant ces valeurs dans la formule de Taylor, on a 
4 


2 3 
sin (r—-h) = sin E EAL i — eos r Et sine 


1 1.2 
5 
—- cos x es etc.; 


faisant æ = 0 ; alors sin x = o et cos x = 1, et ce développement se réduit à 


RE h? h5 
aiid TESTS 
Si l'on prenait y'—cos (x —- h), on trouverait, en opérant comme dans l'exem- 
ple précédent, que 


, etc. 


h? há 


cosh = 1—73 234 


etc. 


60. Développons encore log (x <- h); nous avons 
y = log (x + h), donc y= log x; 


dx dy_1 
dy = d. log x = 7 done RE 
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On obtiendra ensuite par des différentiations successives, 


dy__ 1 d'y_2r 


2 
de gd A x sion 


substituant ces valeurs dans la formule de Taylor, on a 


Hs RE 
log (x) = log x + SSSR etc. 


61. Si cette formule était trouvée autrement que par la différentielle d'un 
logarithme (note troisième), on pourrait en déduire cette différentielle d'une 
manière différente que nous ne l'avons fait art. 40. En effet , elle donne 

log (x h)—logzr 1 À 
ie ae © Do TU etc.; 
passant à la limite, on à 


d.logæ__1 


dg w’ 


ou 


d. loge =. 


Connaissant la différentielle d'un logarithme, il sera aisé de tronver celle 
de a”; car en faisant y —a*, et en prenant les logarithmes dans le système 
népérien, on a 


Ly =La" ou Ly= «La, 

et en différentiant, 

Yds La ; 
d’où l'on tire 

dy—ydzLa. 
ou, en mettant la valeur de y, 

da” —a"drLa, 
équation qui-est la même que celle du n° 28 (art, 38). 


62. On peut déduire le théorème de Mac-Laurin de celui de Taylor, de la manière suivante : on 
a, par le théorème de Taylor, 


d. 2, fa a . 
Takhar LE h +0 + se 5 Hete. 


Appelons (fx) ce que devient fx quand on y fait t = 0, (GE) ce que devient ha quand où ÿ 
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fait x = 0, ainsi de suile pour les autres coefficiens différentiels ; la formule de Taylor, quand on 
fera x = 0, deviendra donc 


fl = (fx) + (3E) n+ CE Le fx at Re 


dt 


Dans celle équation, 2 entre dans f% de la même manière que æ entrait dans fx (*), de sorte 
que si l'on change 4 en x, fh deviendra fx; et comme il ne reste plus de traces de x, parce qu’on 
a fait v=o, ce changement est permis, attendu qu’il importe peu de substituer une lettre ou une 
autre à 4: en faisant donc ce changement, on trouve 


fx = (fé) + (4E DE z+ (GE ne ist +55) 5 Hete... (39), 


dz’ 


ce qui est le théorème de Mac-Laurin. 


De la différentiation des équations à deux variables. — Expression 
générale de la différentielle de deux variables. — Expression géné- 
rale de la différentielle de trois variables parmi lesquelles on en 
prend deux pour variables indépendantes. 


63. Soit F (x, y) —= 0... (40), 


une équation entre deux variables. En résolvant cette équation par rapport 

à y, on trouvera y = ?zx; imaginons que l'on ait substitué cette valeur dans 

l'équation (40), celle-ci deviendra F (x, #x) —0, ou pour plus de simplicité 
fe=0, 

équation identique, et dans laquelle tous les termes doivent se détruire, quel- 


que valeur que l’on donne à x. Par exemple, si cette équation ne monte qu'au 
troisième degré, on pourra la représenter par 


Az’ — Bz° + Cr 4 D = 0, 
et en mettant une valeur quelconque pour v, elle sera toujours satisfaite ; 
donc, en mettant #—-h à la place de x, on aura encore 


A (x 4) -4B (x -+ A) 4 C (x) +D = 
c’est-à-dire que si l'on a /r—0, quel que soit x, on aura encore f (4-4) —0; 
retranchant de cette équation celle-ci 
fr =o, il restera f (24) — fx =0; 
donc aussi 


= 0. 


Len) — fr 
h 


(*) On peut observer que si l'on fait v=o dans f (x +), c'est remplacer æ + 4 par 4 dans 
f(x + 4) ;et que de même si l’on fait 4—0dans f(x+-4), c'est remplacer x + A par x dans f (x +4). 
Or, il est évident que les deux résultats f% et fx qu’on obtient dans ces hypothèses, ne diffèrent entre 
eux que par les lettres % et x, qui y entreut de la même manière. 
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Or, 
f(e -4 h) = fx + Ah + Bh + etc., 
d’où l’on tire 
(RER — A+ BA—Letc.; 
le premier membre de cette équation étant nul, on a donc 


d.f: 


A-B} -} etc. = 0; et, passant à la limite, = A=0, 


et par conséquent d.fxr = Adr =o, ou en restituant y, 
d.F (x, y) = Adr —=0. 


Ceci nous apprend qu’en regardant y comme une fonction de z, si l'on dif- 
férentie l'équation F (x, y) = 0, on pourra égaler le résultat à zéro; ce qui ser- 


À À sa . 141 
vira à déterminer la valeur du coefficient différentiel E comme nous allons 


le voir dans l'exemple suivant. 
Soit donc 


F (z; y) = P- 8ay — y = 0... (41); 
différentiant par les procédés ordinaires, et observant que par la démonstra- 
tion précédente on doit égaler ce résultat à zéro, on a 
2xdr + 8ady — 2ydy— 0... (42); 
de cette équation on tire 


dy 27 
= (43). 
dr 2y— 3a (43) 

64. Si l'on compare le procédé qui nous a fait obtenir cette valeur avec 
celui que nous avons employé jusqu’à présent, on verra qu’en opérant d'après 
cette première méthode, il aurait fallu d’abord mettre l'équation (41) sous la 
forme y = fr, et par conséquent la résoudre par rapport à y, pour en déduire 


: RA d : 
ensuite par la différentiation la valeur de T En suivant cette marche, nous 


3 | / 9 
y=3 + get” 


et ensuite, par la différentiation, 


trouverions d’abord 
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d h 77 i 
Cette valeur de g se présente sous une forme différente de celle qui nous est 


offerte par l'équation (43); mais en mettant dans l'équation (43) la valeur dey, 
cette équation deviendra 
dy 2r z 


eme ; bei pief — 


2 — + 
dr / 9 
2 get” y fepe 


comme nous venons de le trouver. Déquation (42) est la différentielle pre- 
mière de l'équation {41). 
Pour obtenir l'équation qui donne le coefficient différentiel du second ordre, 


c'est-à-dire aA en divisant Féquation (42) par dr, et en faisant Yp, cette 


équation deviendra 


2r -+ 3ap — yp= 0; 
regardant y et p comme des fonctions de x, nous aurons, en différentiant, 
2dx + 3adp — 2ydp — 2pdy = 0; 


divisant par dx et mettant p à la place de 4, il viendra 


2 + SE oy 2p =o, 


d'où nous tirerons 


dp __ 2p — 2 
dx 3a—2y (#4) 
dy dp _dy. 


Or, puisque p = Jz VOUS aurons 4 mettant ces valeurs dans l’équa- 


dr dx’? 
tion (44), et faisant évanouir les dénominateurs, nous obtiendrons 
d'y (3a — 2y) = 2dy° — 242... (45); 


telle sera la différentielle seconde de l'équation (41). 
Pour avoir la différentielle troisième, on fera LP, et l'équation (44) de- 


viendra, après avoir fait évanouir le dénominateur, 

3ag — 2yg =P — 2; 
on différentiera en regardant y, p, g comme des fonctions de x, et l'on trou- 
vera la différentielle troisième, ainsi de suite. 


65. Au lieu d'employer les lettres p, q, r, etc., pour effectuer les opéra- 
tions, on parviendrait au même résultat en différentiant l'équation (42) et en 
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mettant dy pour la différentielle de y, d’y pour celle de dy, d'y pour celle 
de d'y, ete.; et en regardant dx comme constant, on trouverait de cette ma- 
nière 
2da?  3ad°y — 2dy° — 2yd’y —0, 
équation qui est la même que l'équation (45). 
66. Donnons maintenant l'expression générale de la différentielle d’une 
fonction f (x, y) de deux variables. Pour cela représentons f (x, y) par u; nous 


F à á n du 
aurons, en différentiant cette fonction par rapport à v, le terme z dr, et en la 


naei P à du 
différentiant par rapportà y, nous aurons ce second terme dy; en sorte que 


d. f (x, y) ou du =ar +7 dy; mais si yest considéré comme une fonction 


de >, nous aurons, en la différentiant, 


substituant cette valeur, nous trouverons 


dudy, 
dd D ie 


67. Si l'on se rappelle le théorème démontré article (26), on verra que u 
étant considéré comme une fonction de y, et y comme une fonction de x, le 


. dud PA - : 
produit de z dx n’est autre chose que la différentielle de u prise par rapport 
à x renfermé dans y. 
68. La différentielle totale d’une fonction de x et.de y étant donnée par 


du du 
l'équation du = -Teti dy, on a nommé les expressions 


du 
A d: Da à — dy les 


différentielles partielles de w. 


De même, si # est une fonction de trois fhriiee, æ, y, z, indépendantes, 
nous aurons 


du = dr Eu y + a 


du d 
et les termes Er z dr, 3 dy, — “dá, seront les différentielles partielles de w. 


ÉLÉMENS DE CALCUL DIFFÉRENTIEL, 5 
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69. Passons à une fonction de trois variables x, 7, z, parmi lesquelles on en choisit deux pour 
variables indépendantes. Un exemple de ce cas se présente lorsque dans l'équation f (2,7, 3)=0 
d'une surface courbe, on détermine la variable z en donnant des valeurs arbitraires aux deux autres 
variables, qui par cela même deviennent des variables indépendantes, Dans cette circonstance , 
z dépendant de x et de y, est une fonction implicite de ces variables; il faut avoir égard à cela 
dans la différentiation. Ainsi, en représentant par # cette fonction de trois variables, x, y et z, 
si l'on veut en avoir la différentielle par rapport à x, cette différentielle ne se composera pas seu- 
du dz 


~ dz, pour marquer qu'on regarde z 


lement de = dx, mais il faudra y ajouter le terme i de 


comme dépendant de x. La différentielle totale par rapport à x sera donc exprimée par 


La différentielle totale par rapport à y aura de même pour expression 


du du dz 
— d ns me Yes (47). 
FL FE FU 
Si l’on ajoute la différentielle prise par rapport à la variable indépendante x , à la différentielle 
prise par rapport à l’autre variable indépendante y, on trouvera pour la différentielle totale 


dz * 
a? Jie (48); 


ct comme la quantité renfermée entre les parenthèses n’est autre chose que la différentielle totale 


de z, l'expression que nous venons de trouver se réduira à 


du du du / dz 
ara -dy a fea 
Peesi F dy or dz m7 * 


du du du 
— — dr + — 3. 
Foie LS 
Si cette différentielle totale était égale à zéro, il en serait de même de l'expression (48), qui, à 
cause de l'indépendance des variables x ety, se décomposerait en ces deux autres équations 


du du dz 


du dz 
ir + — — 
dz T dz dx 


du A 
dr=0,— d — — dr = 0. (Note quatrième.) 
dr uh dzdy ` ; 

70. Faisons maintenant une remarque utile sur le coefficient différentiel 
dy ğ x r, E l 
dr : nous avons vu (art, 54) qu'une expression de ce genre indiquait que la 
ar 


fonction y avait été différentiée par rapport à la variable x, et divisée ensuite 
oo x RS ve . dy A SE 
par dr; il suit de là que si l'on a l'équation = A, et que l'on en tire 
A 
dy 
dr 


on ne peut, sans démonstration, en conclure que 


1 
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car, dans cette nouvelle équation, la différentiation n’est plus faite par rap- 
port à x, mais par rapport à y; et l’on nesait pas si, dans cette nouvelle hypo- 
thèse de différentiation, le résultat est le même. 

Pour lever cette difficulté, on a démontré (art, 26) que 


Si dans cette équation on fait v= v, elle devient 
dr dy 
~ dyd’ 
d'où l'on tire 


de 1 
— = —; 
dy dy 
de 
ce qui fait voir que le changement d'hypothèse de différentiation s'accorde 
avec l’Algèbre. (Note cinquième.) 


De la méthode des tangentes. 


71. On appelle ainsi la méthode qui donne les expressions différentielles 
des tangentes, sous-tangentes, normales et sous-normales, Soient x et y les 
coordonnées d’un point M, fig. 4, pris sur une courbe; augmentons l'abscisse Fig. 
AP = x d'une quantité PP’ == A, menons l’ordonnée P'M', et par les points 
M et M’ faisons passer une sécante M'S. Il est certain que plus PP’ diminuera, 
plus PS tendra à se confondre avec la sous-tangente PT, jusqu'à ce qu'enfin 
PP’ =h devienne nul; PT sera donc la limite vers laquelle tendra PS. 

Cherchons maintenant l'expression analytique de PS pour en prendre la 
limite: les triangles semblables M'MQ. 

MSP donnent la proportion 


M'Q : MQ :: MP : PS, 


ou 
Ao Us PS: 
donc 
TORN.. 
S= 


Pour déterminer M'Q, nous avons 


MQ—MP — MP; 
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or 
MP= y = f (x+h); 
done 
WP d'y h 
MP =y CAE TS ja Hete. 


D'une autre part 


MP = y. ` 
Si nous retranchons ces équations l’une de l'autre, il nous viendra 
$ 4 dy h’ 
M'P’ — MP ouMQ= Ya re Fa pat ete 


Substituant cette valeur dans celle de PS, nous trouverons 
T ea A 


DRE he 


et en divisant les deux termes par 4, 


PS= 


TES sair ; 
mi: FPA 


A la limite, k = 0, et PS se ; change en PT, ce qui nous donne PT = dy 

dx 
t. 70) PT = y $Z, ou plutôt 

ou (art. 70) =y Jy Į 


PT =y T = sous-tangente, 


en représentant par +’ et par y les coordonnées du point M. 


Fig. 5. 72. Si à ce point M, fig. 5, nous menons une perpendiculaire MN sur MT, 
la sous-normale sera PN. Pour la déterminer, nous aurons 


PT: PME PM FPN, 


ou 


done 


dy 
PN g E = sous-normale. 
aia 
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A l'égard de la tangente et de la normale, nous avons 


MT =y TPE PM, 


d 2 4 2 
ou tangente = Vr arry / Tat p 


MN— y PN} PM, 


ou ent Pt += y VE an l: 


73. Pour trouver l'équation de la tangente, soient v’ et y’ les coordonnées 
du point de tangence M ; l'équation de la droite MT, qui passe par le point M, 
pourra donc être représentée. par 

y —y' =A (x — +). | 

Dans cette équation, A étant la tangente trigonométrique de langle MTP, 


PM 
cette tangente tr igonométrique aura pour expression Dri car on a 
PM 
PT : PM:: 1 : tang NTP— 
donc 
PM eu y dy 
t Daie = =’ 
i, = soùs-tang. i dx dy? 
dy’ 


substituant cette valeur de A dans l'équation de la tangente, cette équation 
devient 


, 


y —Y 24 1% (x — x’), équation de la tangente. 


dz 
i dz' í 
Celle de la normale sera donc y — y = — ge) 
Ed 


Application des jormules précédentes à des exemples. 


74. 1° Trouver la sous-tangente de la parabole. L'équation de la parabole 
étant y° = pv, on en tirera, en la différentiant, 
2ydy = pdy, 
et par conséquent 


dy p 
dr 2% 
Or, x’ et y' étant les coordonnées du point de tangence, il faudra donc, pour 
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avoir le coellicient différentiel qui correspond à ce point, accentuer v et y; 
ainsi nous aurons 


RES 18 
dz’ Ei 2% | 
substituant cette valeur dans celle de PT, nous obtiendrons 


pr, 
P 


et en mettant pr’ à la place de y”, cette équation deviendra 
PT ou sous-tangente — 2x". 
2° Trouver la sous-normale de Pellipse, L'équation be -+ ay’ = ah de l'el- 
lipse rapportée au centre étant différentiée, donne i 
2bxdx -- 2aydy = 0, 


d’où l'on tire 


dy b x’ 
de rogi 
mettant cette. valeur dans celle de la sous-normale PN, on obtient 
b? 
PN ou sous-normale — — =. 
a 


3° Trouver l'expression de la tangente au cercle. L'équation + y’ = r°, qui 
est celle du cercle, étant différentiée, on trouve pour le point de tangente 
æ,Y, 


dy" LA 
dz y“ 
Au moyen de cette valeur, on réduira l'expression de MT à 
tangente = y y” ds, E , Fr 
g y 3 FA1=y =EN m=i 


Des asymptotes des courbes. 


75. D'après les traités d'application d'Algèbre à la Géométrie, on sail que les asymptotes sont 
des lignes qui s'approchent continuellement d’une courbe sans l'atteindre, Soit donc y = fx l'é- 
quation de cette courbe; pour qu’elle soit susceptible d’avoir des asymptotes, il faut qu'après 
avoir ordonné le développement de fx suivanit les puissances descendantes de x, on tombe sur des 
exposans négalifs. Alors, le développement de y, dans lequel les exposans x, 6, y, etc., iront en 
diminuant el finiront par devenir négatifs, sera de cette forme 


J = Az" + Bz? + Cer! + M N + LÀ + etc. (49). 
æ) wk d 
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or, il est facile de démontrer que si les exposans «x, 6, y, elc., restent des quantités finies, l'é- 
quation 


y = An + Ba + Cal Plat. (50), 


sera celle d’une asymptote à la courbe construite à l’aide de l'équation (48). Pour cet effet, soient 
PM et PN, fig. 6, les ordonnées correspondantes à une même abscisse déterminée par les équa- 
tions (49) et (50), la différence de ces ordonnées, positive ou négative, selon celle qui surpassera 
l'autre, sera exprimée par 


MN = ie + etc.; 
sh 


quantité qui diminuera à mesure que x augmentera, et qui, par la raison que plus le dénomina- 
teur d’une fraction s’accroil, plus elle diminue, s'approchera indéfiniment de zéro, sans jamais 
y atteindre ; d'où il suit que l'équation (50) sera celle d’une asymptote à la courbe correspondante 
à l'équation (49). 

76. Cherchons, par exemple, dans quel cas les courbes du second ordre sont susceptibles d'avoir 
des asymptotes. L'équation générale de ces courbes est y? = me + na*, en la résolvant on trouve 


r = + k mr} ne .. (51). 


Prenons d'abord le signe supérieur et développons cette équation selon les puissances descendantes 
de x. Pour parvenir à ce but, nous diviserons l'équation y? = mx + n° par æ’, ce qui la ré- 
duira à 


x 1 
Fer +n; 


i A i i d 1 
tirant la racine carrée et faisant” =i nous la mettrons sous cette forme 
u=Vn+ms; 
comparant ce radical à celui de l'équation (18) (page 17), nous aurons 


mz = bx, d=n, où a=V'n; 


substituant ces valeurs dans l'équation (18), nous obtiendrons 


u = Vn + mz m’z* + mz? 
1 CPE. | 


ER e ele, 
2n* Bn* 16n° | 
remettant les valeur de wv et de z, et tirant celle de y, on trouve 
— m m’ m? 
r=r V rty + 7 — ete. 
n p z 
8zn° A6r’n” 


Dans ce développement, on voit que æ passe an dénominateur dès le second terme, ce qui est 
un indice que la courbe est susceptible d'avoir des asymptotes, Examinons donc dans quel cas elle 
en comporte. Pour cela, nous remarquerons que quand À est négatif, ce développement renferme 
des quantités imaginaires, et par conséquent devient impossible; mais on sait que quand z est 
négatif, la courbe appartient à une ellipse (TAéorie des Courbes du second ordre, page 155). 
D'où il suit que l'ellipse n’a point d’asymptotes ; il en est de même lorsqu'on a n = 0; car dans ce 
cas le premier terme du développement s'évanouit, et tous les autres deviennent infinis. Ce cas 
étant celui de la parabole, nous conclurons encore que la parabole n’a point d’asymptotes. Enfin, 
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il nous resle à considérer le cas de n positif, qui est celui de l'hyperbole ; alors le développement 
étant possible, nous prendrons les termes qui ne renferment point de x au dénominateur, et nous 
aurons 


m 


Fe zV n+; =" (52). 


Cette équation pourra être regardée comme celle d'une asymptote à l'hyperbole à laquelle se 
rapporte alors l'équation 7° = mx + na’. Pour donner à cette équation une forme plus conve- 
nable à ce cas, faisons y = 0, nous trouverons mg + nt°—= 0; ce qui nous donnera x = 0 et 


x = — z pour les abscisses des points A et B, fig. 7, où la courbe rencontre l’axe.des x. La droite 
AB est une constante que l'on désigne par 2a dans l'équation de l'hyperbole rapportée au sommet B. 
(Théorie des Courbes du second ordre, page 142.) Faisant donc z = 24, c'est-à- direm = 2na, 


l'équation 7° = mx + nx’ se changera en y? = n (2ax + z’); et sous cette forme on reconnaît 
encore dans la constante » celle que, par analogie avec l'équation de l'ellipse, on est convenu de 


2 
représenter par z, Posant donc les équations 


b 
= 2a et R = 


z|3 


si lon multiplie terme à terme la première par la racine carrée de la seconde, c'est-à-dire 
— b 
par V n = z °n trouvera 


Bi N A 


Vn 
Cette valeur et celle de V/ ñ étant substituées dans l'équation (52) la chdngeront en 
b 
I= +0; 


et l'on voit que cette équation sera celle d'une droite OK, fig. 7, qui coupera l'axe des y en un point 
C, et que pour en fixer la position, il suffira de mener par le centre O de l'hyperbole et par l'ori- 
gine A les droites OA = a et AC = b. 


A l'égard de la seconde valeur du radical de l’équation (51), il est évident qu'elle détermine 
l’asymptole OK’. s 


De l Équation du plan tangent à une surface courbe, et de celle de lä normale 
à celte surface. 


77. Soient f (x, Y, 3) = 0, l'équation d’une surface courbe, el Ax + By + Cz + D = o, celle 
d’un plan. Si le point de tangence M a pour coordonnées +’, y’, 3’, ces coordonnées devront satis- 


faire à l’équation du plan (voyez ma Théorie des Courbes du second ordre, page 275), et l’on 
aura par conséquent 


Az’ +By' + Cz'+D—=0o. 


Éliminant D entre celte équation et la précédente, on trouvera, pour l'équation du plan assujetti 
à passer par le point x’, y’, z’, 


A (x — x’) +B (y —27) +C(z—3)—0... (53). 
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Menons, par le point de tangence x’, y’, 3’, un plan parallèle à celui des x, =; il coupera la 
surface suivant une courbe MC, fig. 8, et le plan tangent, suivant une droite ML ; cette droite ML, Fig. 8 
devra être tangente à la courbe MC, autrement le plan tangent couperait la she courbe. 

L'équation de la droite ML peut se déduire de l'équation (53) ; car cette droite ML étant l'inter- 
section du plan tangent, par un plan parallèle au plan des æ, z, a dans tous ses points des valeurs 
égales pour y ; et comme le point M est sur celle droite, on a MES =, 0u y — y'= 0. Ce qui 
réduit l'équation (55) à 

A A(x—x)+C(s —2)—=o. 


Cette équation exprimera donc la relation qui existe entre les coordonnées z et x d’un point quel- 
conque pris sur la droite ML, et par conséquent sera l'équation de cette droite, On pourra l'écrire 
ainsi : 
A 
s—7=— T (x — 2)... (54). 


D'une antre part, l'équation de la courbe MC s'obtiendra de même en regardant y comme con- 
stant, dans l'équation de la surface courbe f (z; y, £) = 0. 
Si l’on veut exprimer maintenant la condition que la droite ML soit tangente à la courbe MC, il 


+ 
faut donc (art. 75) que le coefficient de (x — x’) de l'équation (54) soit égal à la valeur de z 


tirée de l'équation de la courbe MC. 
Or, l'équation de cette courbe étant celle de la surface dans laquelle on ferait y constant, ii 


suffit de différentier l'équation de cette surface, et d'en tirer z ;car, d’après l'art, 54,la notation 


z suppose qu'on a regardé y comme constant dans la différentiation. 


I suit de là, qu'en accentuant z et x, après avoir opéré, on a, pour la condition que ML soit 
tangente à MC, 


-e a ara POEA 0 


TA (am 


D y 


Si l'on mène ensuite, par le point M, un plan parallèle au plan des z, y, ce plan coupera la sur- 
face suivant une courbe MD, et le plan tangent suivant une droite MN. 

On démontrerait, comme précédemment, que cette droite MN doit être tangente à la courbe 
d'intersection MD, et que, pour tous les points de cette droite MN, les abscisses étant égales, on 
doit avoir x — x’ = 0, ce qui réduit l'équation (55) à 


B (y —7') + C (3 — 7) = 0, 
d'où l'on tirera i 


RE PE 
AEA Yr). 
Cette équation étant celle de la droite MN, on exprimera la condition que cette droite est tangente 
# 
à la courbe MD, en égalant le coefficient de y — y’ au coefficient différentiel = tiré de l'équa- 


tion de la surface, et l’on aura 


EN 
T CA 
et par conséquent 
dz’ 
B= — Cr (56). 
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Si Pon substitue dans l'équation (53), les valeurs de A et de B, données par les équations (55) et 
(56), on trouvera 


dz’ f 
= Iv F), eio O G — 2—:)— 
of Pos 2e A AA N= 0, 
d'où l'on tire, pour l'équation du plan tangent au point x’, 7”, 3, 


= Be- nE Tr) 67). 


78. Cherchons, par exemple, l'équation d’un plan tangent à ta sphère. Les coordonnées du centre 
étant a, b, ©, la sphère aura pour équation 


(=a tyr by taer; 
on trouve, en différentiant, 
(x — a) dx +(r —b) dy + (3 — c) dz = 
d'où l'on déduit, d’après la notation convenue (art. 54), 


ds _a—x dz_b—y 
dz z—c dy 3—0. 


Donc l'équation du plan tangent à la sphère, au point dont les coordonnées sont x", 7”, z', sera 


z—7 =f Z a att Kyr) 


79. Si ce plan passait à l'extrémité du diamètre vertical, on aurait 
z'=a, y =b, žl =c +r. 
Ces valeurs réduiraient Péquation du plan tangent à z= € + r, ce qui est l'équation d’un plan 


parallèle au plan des x, y. 


80. Les équations de la normale au point x’, >’, z’ peuvent se déduire facilement de l'équation 
du plan tangent. En effet, par la Géométrie analytique (voyez ma Théorie des Courbes du second 
ordre, page 278), on sait que si l’on a les équations 


Ax + By + C3 + D = 0... (58), 


ire 


la première étant celle d'un plan, et les deux autres celles d’une ligne droite, les conditions néces- 
saires pour que cette droite soit perpendiculcire au plan, sont qu'on ait 


A= at, Bb0: 


Si, après avoir fait passer tous les termesde l'équation (57),du plan tangent dans le premier membre, 
on la compare à l'équation (58), on trouvera, en égalant entre eux les coefficiens de x, de y et de z, 


dz’ es 3! 


ER ae par sneme C= 
4 dx” dy” : 
Donc 
dz’ dz’ 
= — b = et 
A dx” dy"? 
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substituant ces valeurs dans les équations (59), on obtiendra 


dz’ dz’ 
= — 5 E a +ê. 
s dx’ 7 dy” y 


Le point z’, y’, z' devant satisfaire à ces équations, puisqu'elles appartiennent à un point de la 
droite, on a encore 


D. ET. Pret re f 
me E A ren ETAPES 


éliminant « el 6 entre ces quatre dernières équations, on trouvera, pour les équations de la nor- 
male au point x’, J”, 3’, 


dz’ - Eve i ur 
Dre SRE y= + rl 3). 


Des fonctions qui, pour une valeur de la variublo, deviennent =. 


F, r ; 
81. Lorsqu'une fraction telle que s devient Sen y substituant une valeur de x que je repré- 


senlerai par æ, c'est un indice que les doux termes de cette fraction ont x — a, ou, en général, 
(x — a)" pour facteur commun ; si l'on pouvait P'òter, on aurait la vraie valeur de la fraction. 
Supposons donc que æ — « soit m fois facteur dans Fx, et n fois facteur dans gx (sauf, si le cas 
l'exige, à supposer que 77 et z soient égaux à l'unité ou à zéro), nous pourrons écrire 
Fr=P (x — @”, pr =Q (x — a)"; 

donc 

FE PẸ 

= (æ — a"n... (60). 

gx Q 
Par la différentiation, nous trouverons 


d.F 


æ- dP 
de 


dr (x — a)™ + mP (x — a)"t, 


Remarquons que celte valeur de LE se compose de deux termes, dont Pun contient une puis- 
æ 

sance de x — a, moindre d’une unité que celle qui entre dans la fonction. Par la même raison, en 
z i g d.F 

prenant le coefficient différentiel de =z, on trouvera un terme affecté de (x — a)™, un autre de 
dx 


(x — a)", et un troisième de (x — a"-2; ce dernier terme sera m (m—1)P (x — a)". En 
continuant ainsi, on verra que chaque nouvelle différentiation reproduit des termes affectés des 
mêmes puissances de (x —- a), que celles qui étaient renfermées dans la fonction différentiée, plus 
un terme dans lequel la puissance de x — a est diminuée d'une unité ; ainsi, en prenant les coef- 
ficiens différentiels successifs, le terme qui contient la moins haute puissance de x — a sera 


à la première différentiation. . mP (x — a)", 
à la seconde >. . .. , o ., . m (m—1)P (x — ama, 
à la troisième. . . . . oe.. m (m — 1) (on — 2)P (x — a)"53, 


here D ré RE QUEUE MIS 7 Viet 


ième 


UA 1E Ne VOEE p 707 6 SOMME NE EEE EEE 


à la n E E, ACL A EEEN A S EET à LS 
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De sorte que le coefficient différentiel de l’ordre r de Fæ sera de cette forme, 


Te =X(— 4) tX (g — a) XP (z= a)na  X// (2 — ajm-s 
+ mim — 1) (on — 2)... P (x — ar, 
Ce que nous disons de Fx pouvant s'appliquer à gx, nous trouverons, pour la différentielle de 
l'ordre » de la fraction proposée, un résultat de cette forme, 
Fe 
dz” _X(x— a)" + x (z — a)". Æ m (m — 1)... P (x — a)™-r 


dr Ziz — a" HZ (x — a... + n (n — 1). Q (s= a} 


(61). 


82. Cela posé, considérons trois cas : \ 

Vm=n; Ymon; Sm<n. 

Si m=n, et que le nombre r des différentiations effectuées soit égal à m, les binomes (x— a)™-r 
et (x — a)*-" se réduisent chacun à (x — a), c'est-à-dire à l'unité ; à l'égard des autres binomes 
(x — a)", (x — a)", ete., (x — a)”, (x — a)”-, etc., ils sont nuls dans l'hypothèse de x = a; 
ainsi, tous les termes, hors le dernier du numérateur et le dernier du dénominateur, s’évanouis- 
sent, et l'équation (61) devient 

d®.Fœ 

dz™ _m(m—1)(m—2).P _P__Fz 
der n(n—1)(n—2)..0 Q pr 
dx” 

Dans le second cas, qui est celui où l’on a » > n, si le nombre r des différentialions effectuées 
est égal à n, le binome (x — a}"-" se réduit à l’unilé, parce que son exposant 7 — r est nul. Les 
exposans a — 1, n — 2, etc., m— 1, m — 2, etc., des autres binomes, étant plus grands quen—r, 
sont posilifs ; par conséquent, ces APE A se réduisent chacun à zéro lorsqu'on fait x = a ; tous 


les termes s’évanouissent donc, dans celte hypothèse, hors celui où entre {x — a)"-", el l'équa- 
tion (61) se réduit à 


d",Fx 
dg” INR - es. 210 Se 
Ags n(n—1)..Q(r—-a)}"" n(n— 1)... Q i 
dg” 


Cette valeur est douc un indice qu'on a m > n, cas où l'équation (60) se réduit à zéro. Enfin, si 
l'on a m < n, le nombre r des différentiations exécutées, étant pris égal à m, tous les termes s’éva- 
nouissent, hors le terme mm (m — 1)... P (x — a”, et il reste 

a”. Fy 
dx" _m(m—1).s. P 
dox o 
dx” 
celte valeur annonce donc que x surpasse m, cas où le second membre de l'équation (60) est 
infini. 


85. De ce qui précède, résulte cette règle : Lorsqu'on veut déterminer la vraie valeur d’une 
FE r À o Za s ee, - r 5 
fraction pm’ qui devient P par une valeur donnée à la variable, on différentiera séparément 


d.Fr ,, dçx 
se 
dx 


les deux termes de celte fraction, et ensuite on examinera si les résultats e 


réduisent aussi à zéro, par la valeur hypothétique de la variable; si cela est, on prendra 
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d:Fx, d.çæ 

dé dr’ 
thèse de la variable, ces coefficiens différentiels se réduisent chacun à zéro; en continuant 
ainsi cette vérification, si l’on trouve, après un cerlain nombre de différentiations, que les 
deux termes de la fraction ne s’évanouissent point par la valeur donnée à la variable, cette 


les coefficiens différentiels des expressions el Ponverra si, dans la même hypo- 


i \ F, Fx Lee - : 
dernière fraction sera la vraie valeur de oz ; mais si le numéraleur seulement devient opar 


. 2% » A r 
la valeur de x, l'expression — sera nulle; enfin, si ce n’est que le dénominateur qui s’é- 
> p. ex » 


5 s Fæ F š 
vanouisse par la valeur de x, l'expression Pr sera infinie. 


84. Prenons pour exemple la fraction 
Foo bt) 
gx wb) 
cette fraction devenant e lorsque z= b, si nous voulons en avoir la vraie valeur nous différentierons 


i 3r? s j: 
ses deux termes, et nous obtiendrons FU et comme les deux termes dé celte fraction ne devien- 


nent pas nuls dans l'hypothèse de x = b, la vraie valeur de la fraction proposée, lorsque s = b, 


5b* 
est donc —. 
est donc — 


85. Nous prendrons encore pour exemple la fraction 
2 TERRE 
F — (6x? + 8x —5? 
celte fraction se réduisant à ? , lorsque æ = 1, nous différentierons ses deux termes pour en 
o 


obtenir la valeur, et nous trouverons 
A larni. 

Jr — 127 + 8’ 
les deux termes de cette fraction étant encore nuls dans l'hypothèse de s= 1, nous différentic- 
rons encore, et nous obliendrons 

"6x 
122 — 12 

Le dénominateur seul se réduit à zéro lorsqu'on fait x = 1 ; donc la fraction proposée, dans l'hy- 
pothèse de x = 1, est infinie. 


86. Si l'on appliquait la même règle à la fraction 


ar — br 
Tr 


3 


y 0 5 A 
qui devient P dans l'hypothèse de x = o, on trouverait, en diférentiant les deux termes de cette 
fraction, 
a” log a — b* log ù 
RE sd | 


1 
expression dont le nuinérateur ne devient pas nul lorsque æ = 0, et qui, par conséquent, donne 
log a — log b pour la valeur que prend la fraction proposée lorsque x = 0. 
ll est bien évident que le facteur commun aux deux termes de la fraction proposée est x — 0, 
c'est-à-dire x ; mais comment reconnaitre çe facteur dans a# — b*? Pour y parvenir, nous remar- 
querons que, d’après Particle (59), 
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=14+ AT + ete, 

NA Bax’ g 

b =1 +8 j t ga teei 


donc, en prenant la différence, 
à w- 


at — b? = (A — Bjs + D ap elc, 


et l’on voit que x est facteur commun de a” — b*. 


87. 11 ne faut pas cependant croire que la règle que nous venons de donner suffise pour tous les cas : 
la démonstration précédente est fondée sur ce que les exposans »1 et n sont des nombres entiers ; 
mais s'ils étaient fractionnaires, on ne pourrait obtenir, par des différentiations successives, un 
terme où æ — a se trouvåt élevé à la puissance o; par conséquent, on ne pourrait, par le procédé 
que nous avons employé, dégager la fraction du facteur commun. 

Soit donc pour plus de régularité, l'expression 

Fr Pea ax CTS (x — a Br a: (x — a” + etc. 
8% P'(z— 0)” "+0 (x— af Ag R (x — PU dm. 
dans laquelle «, 6, y, etc., sont positifs et croissans, ainsi que «’, 8’, 7’, ete. Cette expression se 


Lo ai . 
réduisant à = lorsque x = a, nous pourrons, au lieu dé changer x en a, changer x en a + h, en 


nous réservant de faire 4 = 0, après avoir réduit ; alors l’hypothèse sera la même que si nous eus- 
sions fait immédiatement x = 4, et nous aurons 


Fæ PA + QU + RA! + ele. (G. 
PE pa LRQ + +elc. 
En considérant « et x’, qui sont les plus pelits exposans dans chacune de ces suites, il peut 
arriver {rois cas: 
OR UE QC TS OR A EE D 
Dans le premier cas, en divisant par p” les deux termes de la fraction (62), on a 


a= g’ 


Fr _ PAT + w Z RA- etc... (63); 
$t POR CHRE C iion 


par hypothèse, « surpasse a', par conséquent le nombre «x — «’ sera positif; à plus forte raison 
8 — a’, elc., y — «le sont aussi, puisque «, 8, y, etc., vont en augmentant ; 6 — 2’, y — «',elc., 
seront aussi des quantités positives, par la raison que les expressions g’, 6’, y', etc., allant en crois- 
sant, x’ est moindre que &’, que y’, etc. Cela posé, si l'on fait À = o, tous les termes du second 
membre de l'équation (63) s'évanouissent, hors P’; donc cette équation se réduit alors à 


Fr o à 
= = 0. 
pr Fr 
t 4 — a ES < A Ait 
Dans le second cas, où 4 = g’, le terme P% se réduit à P% = P; donc, d’après l'inspection 


3 i 3 Fr TR AP 
de l'équation (63), on voil que, lorsque s= 4, =e réduit à P 
$ 
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Enfin, dans le troisième cas, où l’on a z < 4’, en divisant par h”, on écrira ainsi l'équation (62) : 


Es PHONE N 

ne 3 mr T5 ESN TE 

PR T a a N AE : 
et l'on voit que l'hypothèse de 4 = o réduit cette équation à 


F. P 
SE 0 00! 


yT o 


88. Prenons pour exemple la fraction 


(x° — 5ax Gis 2a)3 


(æ — ar 


qui, lorsque x = a, se réduit à 2. Si dans cette fraction on met a + A à la place de x, elle de- 


vient 
2 2 2 
Ge — ah) Le (h — as h3 
7: LE 
(ah + 5ak 4/6): (Ba +5ah+ 2): hE 
ha (ka 5.5 


ar TE | 
(Ga + 54h A- WE (Ba +3ah + hE 
faisant À = 0, on obtient 


Fr ‘0 


— = — = 0, 


FE (Gex 


89. Si une valeur de x rendait infinis les deux termes de la fraction az, on diviserait ces deux 


termes par Fæ X gx, et l’on aurait 


1 
Fx z_o 
Pre 0 
Fe 


90. Enfin, si l'on avait un produit MN, dans lequel l'hypothèse de x= o rendit l’un des fac- 
teurs nul et Pautre infini; soit M le facteur qui devient nul par la valeur de æ qui rend N infini; 
on écrirait ainsi ce produit : 


- 


et comme alors £ serait o, Pexpression Ma réduirait à ? s 


4 
N 
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Des maxima et minima , dans les fonctions d'une seule variable. 


91. On peut, dans la série de Taylor, donner une valeur à l'accroissement 4, 
telle que l'un des termes de la série devienne plus grand que la somme de tous 
ceux qui le suivent. En effet, cette série étant représentée par 


di dy h? 
y + 1 y 


Abe nee 
de’ 2 | das 2.8 st 
sp: dy ? 
si l’on veut que Tr h, par exemple, devienne plus grand que la somme de tous 
ar 
les autres termes, écrivons ainsi la partie de la série comprise depuisce terme : 


dy Ayh dy h ré 
at gte TA (64). 


fe 3y h? 


Or, quand on fait h= 0, la partie 7 NT p 33 etc., s’anéantissant, on 
conçoit qu’elle peut être rendue aussi Ta: qu'on voudra, lorsqu'on prendra 


h très près de zéro, et être alors surpassée par ma qui est indépendant de A. 

Soit donc Z ce que devient dans ce FRA. se LAS etc. ; la série (64) se réduit à 
=] dy 

DT Z }h: et comme alors on a% > Z, ou Ey TN > AZ, en multipliant par 4, 


dy É 
T’ est plus grand que la somme de tous les suivans. 


On démontrerait la même chose pour tout autre terme à l'égard de ceux qui 
le suivent. 


il en résulte que le terme 


92. Soit, y = ps une équation entre deux variables. On peut tonjours con- 
sidérer cette équation comme celle d'une courbe dont les différentes valeurs 
de la fonction y seraient les ordonnées; on dit que cette fonction y est à son 
minimum, lorsqu'après avoir diminué successivement, elle est sur le point de 
recommencer à croître, 

Fig.9. Soit, par exemple, la courbe MBN, fig. 9, qui a pour équation y =b-} c2”; 
` on voit que les ordonnées mp, m'p', etc., vont en diminuant jusqu’au point B; 
mais que depuis ce point, les ordonnées qn, g'n’, etc., vont toujours en crois- 

sant : ainsi l’ordonnée AB est le minimum de la fonction y. 


93. On dit de même qu’une fonction y est parvenue à son maximum, lors- 
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qu'après s'être accrue successivement, elle est arrivée au point passé lequel 
elle commence à décroitre. 

‘La courbe CDE, fig. 10, dont l'équation est y = b — cx°, nous présente un Fig. 10- 
exemple de ce cas au point D, puisque les ordonnées qui suivent et qui pré- 
cèdent immédiatement AD sont plus petites que AD : cette ordonnée AD est 
donc un maximum. 


94. Il y a des courbes qui n’ont qu’un maximum, d'autres qu’un minimum; 
quelques-unes ont l'un et l’autre; d’autres n’en sont pas susceptibles. 

On voit, par exemple, que la courbe MBN, fig. 9, dont l'équation esty=—b-cz", Fig. 9. 
ne peut avoir un maximum, puisque, d’après la nature de son équation, les 
ordonnées vont toujours en croissant, 

Le cercle CBD, fig. 11, dont l'équation est Fig. 11. 


a= (y — p} H (2 — a) 


a un maximum et un minimum, qui correspondent à la même abscisse AP : le 
maximum est PD, et le minimum BP. 


. 


95. Lorsqu'une fonction y d'une variable x a un maximum ou un minimum, 
ce maximum ou ce minimum serait déterminé, si l’on connaissait l’abscisse 
qui y correspond : par exemple, si dans une courbe dont l'équation est y= p7, 
on connaissait la valeur a de l'abscisse v, qui correspond au maximum ou au 
minimum, il suffirait de faire v — 4, dans l'équation y = #x, pour déterminer 
la valeur de y, qui est le maximum ou le minimum demandé. 


96. Soit donc y = fr une ordonnée PM, fig. 12, qui est parvenue à son fig. 12, 
maximum ; si l'abscisse AP reçoit un accroissement représenté par PP’, et 
qu'on porte aussi À de P en P”, on aura, pour les conditions que PM soit un 
maximum, 

P'M' PM, P'M" < PM, 
ou 
fe) <fr, f(e —h)< fë. 

Si au contraire PM, fig. 13, estun minimum, en représentant la valeur de x, pig, 13. 
qui correspond au minimum par AP, et en prenant PP’ = PP” =h, nous au- 
rons pour les conditions du minimum, 


P'M' > PM, PM" > PM, 
ou 
fe +h) > fe, f(z — h) > fe: 
Ainsi, lorsque f (x -+ h) et f(x — h), seront en même temps plus petits que 
fr, il y aura un maximum, et si ces deux fonctions sont en même temps plus 
ÉLÉMENS DE CALCUL DIFFÉRENTIEL. 7 
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grandes que fr, il y aura un minimum ; enfin, si l’une de ces fonctions est plus 
grande et l’autre moindre que fr, il n’y aura ni maximum ni minimum. 


97. Cherchons donc dans quel cas ces conditions peuvent être remplies : 
pour cet effet, nous avons, par le théorème de Taylor, 


dy 
+= it 
D'une autre part, si dans cette formule on change À en — h, on trouve 


54 dy dy è dy # 
fe—h=y— it tiria drag tete. (66 


SEA EP de 


Jaig, g tete. (65). 


Pour que y = fx soit un maximum ou un minimum, il faut donc que ces 
deux développemens soient tous deux plus grands ou tous deux moindres que y; 


f 3 d d ; 
or, cela ne peut être, à moins que ne soit nul, En effet, si l’on donne une 


dy 
valeur très petite à », on pourra toujours faire en sorte que TL surpasse 
la somme algébrique de tous les termes qui le suivent. Dans ce cas, le signe 


d i SECTE è 
qui affectera z h sera le même que celui de z h, joint aux termes qui le sui- | 


vent : ainsi, dans cette hypothèse, sia est positif dans l’un des développe- 
mens (68) et (66), ce développement sera plus grand que y, et sera moindre 


que y si z h est négatif. Le signe qui affecte a h étant contraire dans ces 


dy 
développemens , il faut que si == ir Yh est positif dans lun, il soit négatif dans 
l’autre; d’où il suit que l’une des quantités f(x 4- h) et f(x — h), sera plus 


grande que fr, et que l'autre sera moindre que /r. 


Si E h n’est pas nul, il ne pourra donc y avoir de maximum ni de minimum; 
æ 


mais si ei = 0, alors les développemens (65) et (66) se réduisent à 


dyk , dy k? 
fe +h =y + + 331 ir ete., 


d’y h? dy h 
da 2 dx2.3 
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d'y 


. . . # > Las 
Dans ce cas, le signe des termes qui suivent y dépendra de Fr lon prend 


h assez petit pour que ce terme surpasse la somme de tous ceux qui le suivent; 


d? ` S ’ : A , 
et comme pE a le même signe dans les deux développemens, il en résultera 
v 


2 


que si d est positif, les deux fonctions de (x -+ A) et de (x — h) seront plus 
x? 


. dy , 
grandes que fx; dans ce cas, fv sera un minimum. De même, sit; est nega- 


tif, on voit que fx sera un maximum. 


dy 
98. Pour compléter cette théorie, nous remarquerons que outre T =o, on 


2 


; d’ > t ? ‘ 
peut avoir encore Z = 0; dans ce cas, il ne peut y avoir maximum ou mi- 
E i 


3 
nimum que lorsque Ai — 0. Alors le signe des quantités qui suivent y dépen- 
À 


4 


dí J à . dą 
dra de D quand on prendra 4 très petit ; et Pon prouvera que si Ta est po- 


dí 


sitif, fv est un minimum, et que si TC est négatif, fr est un maximum; ainsi de 


suite. s 
En général, lorsque le premier coefficient qui ne s'évanouit pas est d'ordre 
pair, il y a un minimum s'il est positif, et un maximum s’il est négatif. 


99. Pour premier exemple, prenons la fonction a — bv -} x°; nous aurons 
donc 


y =a — br + x; 


différentiant et divisant par dx, nous obtiendrons 


dy _ ME à oE 
D = — BR A da 
l'y 


se € ; Sur à 
Cette valeur positive de Ja nous apprend que la fonction a un minimum., Pour 
T 


déterminer l'abscisse qui correspond à ce minimum, nous égalerons à zéro la 


di : k. : 
valeur de qp Ce qui nous donnera v == ; si l’on substitue cette valeur de x 


2 


dans celle de y, on trouvera y = a — ~ pour le minimum cherché, 
4 
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100. Soit encore la fonction af +- bs — c'a’; différentiant l'équation 
y = ań — br — ca, et divisant par dy, nous trouverons 


dy _ 3 2 dy 2 
Pis — 207z, Da 


AU d? ADA i : 
Par la valeur négative de A on voit qu'il y a un maximum dans la fonction ; 


SEDES b? s A 4 
l'équation b? — 2c’x — 0 nous donne x = gg Pour l'abscisse qui correspond à 


ce maximum ; et en substituant cette valeur de x dans celle de y, on trou- 
vera 


b6 
y=+r. 


101. Soit encore l'équation 
y = 3w? — Dix + c; 


nous trouverons, en opérant comme ci-dessus, 


dy d'y 
= = bwr bi, —— 180 
dr ’ dr’ pig 
k AE dy 
égalant à zéro la valeur de Tr nous avons 

292 © 4 ‘ot b 

9ax° — b =o, d'où r=+Łz5; 

s 5 : d'y 

ces deux valeurs de x étant mises successivement dans celle de ge nous ap- 


prennent qu'il y a dans la fonction un minimum et un maximum. Le mini- 
f é b? A s x b 
mum correspond à l'abscisse s = -}- Fa et le maximum à l'abscisse s — — EPL 
a 3a 


E 
en mettant ces valeurs dans celle de y, nous trouverons y = c° — Fa Pour le 
! : ! M 


926 
minimum, et y = c° +- Va pour le maximum. 
a 


Application de la théorie des maxima et minima à la solution 
de divers problèmes. 


PROBLÈME I. 


102. Partager un nombre en deux parties telles, que le produit de l’une par 
l’autre soit le plus grand possible. 
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Soit a ce nombre, et x l’une des parties ; l’autre sera a — v. Donc x (a — x) 
est la quantité dont on veut chercher le maximum ; différentiant et divisant 
par dr, l'équation y= zr (a — x) = ax — x°, nous trouverons 


dy dy 
T = 4 — 2r, dz- = — 2. 
d'y i . 
La valeur de Ja rous montre que la fonction renferme effectivement un 


maximum. Si ce coefficient se fût trouvé d’un signe contraire, le problème au- 


ERER F F FR dy 1 
rait été impossible. En égalant à zéro la valeur de Z, nous trouverons 7 = 


ce qui nous annonce qu’il faut que le nombre a soit partagé en deux parties 
égales pour que le produit soit un maximum. 


PROBLÈME II, 


103. Entre tous les cylindres inscrits dans un cône droit, déterminer celui qui 
a le plus grand volume. 


Soit a, fig. 14, la hauteur SC du cône, b le rayon AC de sa base, et v la dis- "'® 


tance SD du sommet au centre du cercle supérieur du cylindre. 
Les triangles semblables SAC, SED nous donneront 


SC: AC 23 SD: ED, 


ou 
CEEE r A iA 
donc 
r A 
a 


Soit 1 : + le rapport du diamètre à la circonférence; on sait que le cercle, 


3 „br 
dont le rayon est r, a pour surface 77°. Donc le cercle EGF, quia — pour rayon, 
a 


zh? 
a pour surface — x°; multipliant cette surface par la hauteur DC du cylindre, 
pe 
n gs rb° š 
c'est-à-dire par a — x, nous aurons — x? (a — 2) pour le volume du cylindre; 
x «a 
ainsi l'équation à différentier est 


zh? 


= orr 


on déduit de cette équation 


dy __ zb ET d'y #7 € 
© 7 io geu — S4 ) e dle à (2a — 6x); 
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, D ADR d 
égalant à zéro la valeur de T, ona 


zb’ 
= (2ax — 3x°)— 0, ou plutôt 2ar — 8x7 = 0, 
équation qui étant le produit des facteurs x et 2a — 3x, donne par consé- 


e 


2a l à à 
quent v = 0, ou x = 3" La valeur x = o ne peut correspondre à un maxi- 
| 4 27%? 
mum, puisque, dans cette hypothèse,- Ta réduit à Sa ,nombrepositif Cette 


dy. De x y 
valeur de PE indique un minimum; en effet, quand v = 0, le cylindre se ré- 
duit à l'axe du còne (car plus le cylindre est haut, plus il est mince). 


2 “et, i ; : 
La valeur x = F est donc la seule qui puisse répondre à la question; et, 
27b 5 
dans cette hypothèse, $ + I se réduit à — re nombre négatif. Si l’on retranche 


donc SD = x => SC de la hauteur du cône, il restera CD — - SC. Il résulte 


de ce qui précède, que le cylindre le plus volumineux inscrit au cône a pour hau- 
teur le tiers de celle du cône. 


PROBLÈME III, 


104. Partager une droite AB, fig. 15, en deux parties AC et CB, de manière 
que le produit AC? X CB soit un maximum. 
Représentons par a cette droite AB, et par x la partie AC de cette droite ; 
l'équation du problème sera done 
y= T (a — x), 


d'où l’on tire 


dy d°y 
= Sas? — 4e 1 = Gar — 122; 
dx da? 2 
; ve” d 3a 
en égalant à zéro la valeur de T, on trouve v = 0, ou s = 7 Cette seconde 
v d 


d'y 


valeur est la seule qui résout le problème, puisqu'elle réduit celle de T> 


VE TS l Rue 
à — q résultat négatif, 
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105. Observons que lorsque dans la valeur du coefficient différentiel di y 
v 


a un facteur constant positif, on peut le supprimer. En effet, si nous avons 


d 
$ == Åp, 
on en tire 
Sy adr 
dz’ dx ` 
Cette seconde équation ne servant qu’à faire connaître le signe de la valeur 
d'y : ? Le d.sx 
de dr Ce signe ne dépend que de celui qui affectera x ? Parce que A est un 
; i x 
facteur constant positif : donc A peut être supprimé dans cette équation, 
y à 0 Lt 4 
Il peut l'être aussi dans l'équation 2 = AÀ,x; car puisque nous devons égaler 


à zéro le second membre de cette équation pour déterminer +, l'équation 
A? = o nous donnera $r = 0; d’où il suit qu’on a droit d’omettre la con- 
stante. 


PROBLÈME IV. 


106. On veut faire entrer dans un vase cylindrique une certaine quantité d'eau 
dont le volume est connu ; on demande quelles dimensions il faut donner à ce vase 
pour que sa surface interne soit aussi petite qu’il est possible. 

Soit V le volume d’eau donné, et x le rayon de la base du cylindre; zz’ sera 
Paire de la base du cylindre. Et puisque la hauteur de ce cylindre, multipliée 
par sa base, est égale à son volume, on aura 

hauteur du cylindre X Ta = V, 
d’où Pon tirera 


V 
hauteur du cylindre = — . 
ng 


En multipliant cette hauteur par la circonférence de la base, qui est 2+x, on 
aura 


pour la surface convexe du cylindre. Si à cette surface on ajoute z2’, qui est 
celle de la base du cylindre, l'équation à différentier sera 


2V 
r dt 
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et l’on en déduira 


dy 2 dy 4V 
Der ge en er sir êni 


dy , RIE TPE 
La valeur de + étant égalée à zéro, donne 


3 — 
SE V 
= 


On voit que cette valeur répond à un minimum, puisqu'elle rend positive 
3 


iia ; ; 3 
celle de J: le rayon de la base du cylindre cherché sera donc y= Si l’on 
met cette valeur dans l'expression de la hauteur, on trouvera, pour la hau- 
teur du cylindre, 


PROBLÈME V. 


107. Entre tous les cônes inscrits dans une sphère, déterminer celui qui a une 
plus grande surface convexe. 

Supposons que le demi-cercle AMB, fig. 16, fasse une révolation autour de 
l'axe AB, la corde AM engendrera un cône dont AP sera la hauteur, et PM le 
rayon de la base. 

La surface convexe de ce cône aura pour expression, 


Fig. 16. 


circonférence PM X + AM =27PM. 4 AM = 3PM. AM. 


ll ne s’agit donc que de déterminer PM et AM. 
Pour cet effet, soient AB— 2a, AP = v; MP étant moyenne proportion- 
nelle entre AP et PB, on a 


xz: PM :: PM : 2a — r; 
donc 
PM = y az — +; 
AM étant moyenne proportionnelle entre AP et AB, on a 
æ: AM :: AM : 2a; 
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done 
AM =y 2ax ; 
substituant ces valeurs dans l'expression de la surface du cône, on obtiendra, 
| surface convexe du cône = 7 y 2ax — a’ ax 
= n 4a’z* — 2a? ; 
l'équation à différentier est donc (art. 105) 
y—=V Aux — Dar, ġ 
d'où l'on déduit 
dy ha°x — Bar? 
dx TER V 4a? — Jar? 


ou, en supprimant le facteur commun #, 


égalant à zéro cette valeur de dz, nous obtiendrons 
4a” — Sar = 0; 


équation satisfaite en supposant 


4a 
s= 7 
3 
Cette valeur appartient à un maximum ; c'est ce qui va nous être confirmé par 
dy 
le signe —. 
gne da 


108. Avant que de déterminer la valeur de ce coefficient différentiel, je 
vais expliquer un procédé qui abrégera les calculs dans de certains cas. 

Je ferai préliminairement observer que, lorsqu'une fonction de x est nulle 
par une valeur qu'on donne à x, il ne s'ensuit pas qu'en général son coeffi- 
cient différentiel soit aussi nul : par exemple, si l’on a la fonction +? — 5x6, 
qui devient nulle lorsque x = 2, ou lorsque v —3, le coefficient différentiel 
de cette fonction, qui est 2v — 5, ne devient pas nul dans ces hypothèses. 


109. On peut quelquefois abréger beaucoup les opérations qu’on emploie 
pour reconnaitre si une fonction est susceptible d’un maximum ou d’un mi- 
nimum, En effet, supposons que l’on veuille déterminer le coeficient différen- 


tiel de l'équation = XX’, dans laquelle X et X’ sont des fonctions de x, dont 
ÉLÉMENS DE CALCUL DIFFÉRENTIEL. 8 
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la première seule devient nulle par une valeur donnée à x; en différentiant 
cette équation, art. 14, et en divisant par dx, nous obtiendrons 

d'y _ XdX' , X'dX 

d dr dr ` 
X, par hypothèse, étant nul, en vertu de la valeur donnée à v, cette équation 


se réduit à 


dry _ xax 
d? dr” 
ce qui nous indique que, pour o ir PU =, il faut multiplier le coefficient dif- 


férentiel du facteur nul par l’autre facteur (*). 


+ „qd 
110. Par exemple si, étant donné g= —, on veut obtenir le coeficient 
æ 
différentiel du second ordre dans l'hypothèse de x = a, on écrira ainsi cette 
équation, Í 


dy yl 
L= X e—a, 


ct l'on trouvera que 


d’y 1 VE, mn 1 


D T Vs 
111. Reprenons maintenant l'équation (67), de laquelle on veut tirer la 


d? à 4 ; < 
valeur de + dans l'hypothèse de x = F en décomposant le numérateur en 


ses facteurs, nous aurons 


dy azs (ka — 3s) . 


Š t ax , h : 
(*) Cette règle n'est pas sans exception, car Es peut être nul aussi. Par exemple, si l'on avait 


dy z ; r š dy 
I — æ (x — a`’, équation qui renferme des racines égales, les deux termes de la valeur de A 


dx 
LA 

seraient nuls; et, au lieu de supprimer le facteur représenté par X D on devrait, art.98,recourir 

aux coefficiens différentiels des ordres supérieurs, pour reconnaître si la fonction est susceptible 


A 
d'un maximum ou d'un minimum; si Es était infini, on tomberait dans le cas de l'art. 89. 


v >: 
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le second membre peut s'écrire ainsi : 
ax 
y Aa'x? — or TA (ee 
Dans l'hypothèse actuelle, le facteur 4a — 3w étant nul, nous aurons done, 
art. 109, 


d’? ee ar , (4a — 3r) Sax 
da? ER TA 4a’ x’ — 2ax À Ut de. CUS a — Dar 
et par conséquent, en divisant les deux termes de la fraction par x, 
d'y JT RULES 
dæ V to — %s ka” — Jax’ 
metlant dans cette expression la valeur de x, qui est = 
dy Ba À Ba 
wT E E 
3 3 


Cette valeur étant négative, celle de v correspond à un maximum. 


PROBLÈME VI, 


112. Un point C, fig. 17, étant donné dans l’angle YAX, mener par ce point Fig. 17. 
une droite DE, qui rencontre les axes AX, AY, de telle manière que la longueur DE 
de cette droite soit un minimum. 

Soient A1= a, IC—b, IE= v; les triangles rectangles ICE, ADE, nous don- 
nent 


IE: ICi AE + AD; 


ou 
i r: b:: a+zx : AD; 
donc 
b 
AG= = (a++ 2); 
par conséquent 
an? (ax). 


D'une autre part 
AE°— (ax) ; 


substituant ces valeurs dans la formule 
DE = AD° + AE°,° 


nous trouverons 


DE= V Keter /ieter 
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et, en réduisant au même dénominateur le premier facteur qui est sous le 
radical, 


UT LES aa EEE = y 


Ee par le fac- 


En regardant cette expression comme le produit du facteur 
teur v PTE a, nous différentierons par l’art. 14, et nous trouverons 


dy= a. F Fey Er. ESS 


effectuant les différentiations, nous aurons 


__aæ+-r sdr EU A dE 
Mn PRES A PRE 


réduisant au même dénominateur, en multipliant les deux termes de la pre- 


mière fraction par v, et les deux termes de la seconde par y b x, nous ob- 
tiendrons 


az dx br 
FR m2 pe PEN. an — X — adr; 
g V b° Ja? a r br a? 
réunissant et réduisant les termes du numérateur, et divisant par dx, il nous 
viendra enfin 


égalant le numérateur à zéro, nous trouverons 
3 —— 
g z= y ab’. 


Pour prouver que cette valeur répond à un minimum dans cette hypothèse, 
nous mettrons seulement, art. 109, à la place du numérateur, qui est le fac- 
teur nul, son coefficient différentiel, et nous aurons ainsi 

d’y 32°? 3 

| r o 

dè ry Ppr VAE 
valeur essentiellement positive. On ne fait pas la substitution de la valeur 
de x, car on voit qu'un carré +? est toujours positif. 


PROBLÈME VII. 


113. Trouver le plus grand triangle rectangle qu'on puisse construire sur une 
droite donnée. 
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Soient a cette droite, AB, fig. 18, et x l’un des côtés du triangle, l'autre sera Fig, 18. 


y a —x° ; donc la surface du triangle a pour expression 
v e 
aV a —+; 

ainsi l'équation du problème sera, art. 105, 


y=a Va — a, où plutôt y = ax — vi, 


d'où l’on déduira 


Cette valeur étant égalée à zéro, donne 
agx — 22° =o, ou x (a — 2°) = 0; 
équation de laquelle on tire 
s= 0, où 21? = a. 
v ne pouvant être nul, nous le déterminerons par la seconde équation, qui 


nous apprend que les deux côtés AC, BC sont égaux. 
En différentiant le facteur a*— 2x", on trouve, art. 109, 


d'y nn d(a—22°) _ ke 
de sue RE a RTE 
wP —a2t dx — ah 


Ce résultat étant négatif, l'hypothèse de a°— 2s°— 0 détermine, pour +, 
une valeur qui correspond à un maximum. 


De la signification géométrique des coefficiens différentiels. 


; z dy A ` à “es 

114. On a vu, art. 73, que T représentait la tangente trigonométrique de 
l'angle que fait, avec l'axe des abscisses, une tangente menée au point dont 
les coordonnées sont v et y; comme c'est le fondement de ce qui va suivre, 
on peut démontrer à priori cette proposition de la manière suivante : soient, 
fig. 19, PM = y, PP = h; en menant la parallèle MQ à l'axe des abscisses, on Fig: 19. 
a done 

M'P' = f (x+h), 
d'y h? 


ly 
'0 = aS — ft = y — 
M'O = f (x) — fr Liria 15 — etc. 


e M’ 
MQ : M'Q :: 1 : tang S= Wg 


http://rcin.org.pl 


Fig. 20. 


Fig. 21. 


Fig. 22. 
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et en mettant pour les expressions M'Q, MQ, leurs valeurs, on aura 
dy d'y h’ 
TONE COL IE Let RE LUN 
a md anna + 


Passant à la limite, 4 est nul, et tangente S se change en tangente T. 
Donc alors 


dy 
tang T = ~^. 
6 dr 
Cela posé, si PM devient un maximum, la tangente TM, fig. 20, etant 
alors parallèle à l'axe des abscisses, elle fait un angle nul avec cet axe; 


et comme on vient de voir que la tangente trigonométrique de langle 


i . d 
formé par la tangente avec l'axe des x était = à on a donc, dans ce cas, 


dx 

d 
dy, 
dx 

On démontrerait de même que si PM, fig. 21, était un minimum, la tan- 
gente trigonométrique devenant aussi nulle dans ce cas, on devrait avoir 
dy 
-5 = 0. 
dx 

rs ; . dy 3 ; us 
Ainsi, cette équation T = 0 n'exprime autre chose que la condition du pa- 


rallélisme de la tangente en M à l'axe des abscisses. 


2, 


4 est positif ou 


115, Examinons maintenant dans quelle circonstance TE 
négatif. 

Pour cet effet, considérons d’abord le cas où la courbe, fig. 22, tourne sa 
convexité vers l'axe des abscisses. 

Soient AP, x; PM, y; PP = P'P” = h ; et par les points M et M’, menons 
la sécante MM'S, et les droites MN, M'N’, parallèles à l’axe des abscisses, nous 
aurons 

MO—MP — MP =f (s-h) — fx, 


c'est-à-dire 


Or, la similitude des triangles MM'0, MSN, nous donne 
MO : MN :: M'O : SN, 
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ou 
h:2h:: M'O : SN; 
donc, 
SN = 2M'0; 
et, en substituant pour M'O sa valeur, on a 


-giy dy h 
SN=2 7 t 2 iena 3 tete. 


D'une autre part, 
M" P” = f(x + 2h); 
si l’on en retranche 


NP” = PM, 
on aura 
a 3 d’y 4h? 
M'N—/ (c42) —y= F 2h + TS — etc. ; 
tant de cette valeur de M'N, celle de SN, il restera, fig. 22, Fig. 22. 


M'S— re - etc.. 


Dans le cas où la courbe, fig. 23, tourne sa concavité vers laxe des abscis- Fig. 23. 
ses, pour avoir M'S il faudra, au contraire, retrancher dela valeur de SN celle 
de M”N, ce qui donnera 


18 = — T9 pp 
M"S = — Ta’ — ete... (69). 
En comparant ces deux valeurs (68) et (69) de M”S, on voit que, dans l’une, 


2 est précédé du signe -}, et dans l’autre, du signe —. 


Cela posé, on peut faire en sorte que le signe du premier terme du déve- 
loppement de M”S décide de celui de tout ce développement; et comme le 
carré %°, qui est essentiellement E ne peut influer sur le signe de 


d? 
Ja S ha, le coefficient différentiel Í T 7 décidera seul du signe de la somme de 


tous les termes de la valeur de M”S. 
En ne considérant donc les équations (68) et (69) que relativement aux signes 
qui affectent chaque membre, on pourra supprimer # et les termes qui suivent 


d”, ; A ji 
Te et ces equations deviendront 


ws=+4 3 os 3, MS— dt 
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d'où nous tirerons 
dy x 
= + Ms | 


dy ee M'S | 


Jara 


(70). 


Fig. 2. Si l'on regarde y comme une quantité positive, MS, fig. 22, tombant du 
même côté que y, sera positif ; la première des équations (70) nous apprend 
Fig. 22. donc que, lorsque la courbe tourne, fig. 22, sa convexité vers l'axe des abscisses, 
dy 3 
—%est positif. 
de" P 
Fig.23. _ Si l'on considère ensuite la seconde des équations (70) et la fig. 23 qui s’y 
rapporte, on verra que — M”S représente une droite qui est d’un signe con- 


AR A ; d'y pa 
traire à celui de y, et que, par conséquent, T est négatif dans le cas de la 


Fig. 23. fig. 23, c'est-à-dire lorsque la courbe tourne sa concavité vers l'axe des ab- 
scisses. 


116. La courbe jusqu'à présent a été supposée située au-dessus de l'axe des 
abscisses ; examinons ce qu'il arrive lorsqu'elle s'étend au-dessous, comme 
Fig. 24. dans la fig. 24. Il est certain, par ce qui précède, que puisque la courbe tourne 


2, 


Le i f d ; ; 
en M sa convexité vers l'axe des abscisses, F A et par conséquent MN, est posi- 
x 


tif. Or, les droites MN et M'N’, qui sont situées du même côté de la tangente 
TT, doivent avoir le même signe; et comme MN est positif, M'N’ doit l'être 
aussi ; d'où il suit qu’au point M’, où la courbe tourne sa concavité vers l'axe 


2 


des abscisses, Y sera d'un signe contraire à celui de l'ordonnée P'M', qui est 


dz’ 
PRE: : ; ref dy, 
négative; la courbe tournerait, au contraire, sa convexité, si y et a: ctaient de 


même signe. De sorte qu'on peut dire, en général, que de quelque côté que 


d’ 3 A 
P est du même signe que y lorsque la courbe tourne sa 


tombe la courbe, 


convexité vers l'axe des abscisses, et prend un signe contraire lorsque la courbe 
tourne sa concavité vers le même axe. 


La courbe tournant sa convexité ou sa concavité vers l'axe des abscisses, 
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suivant que l'ordonnée est parvenue à son minimum ou à son maximum, on 


: A br à ha 
voit pourquoi Z est positif dans le premier cas, et négatif dans le second. 
x’ - 


117. On dit encore qu'il peut y avoir un maximum ou un minimum lorsque 


E = = . Pour expliquer ce que cette condition signifie, soit y—fr l'équation 
T 


d'une courbe MN, fig. 25 ; il est certain que si l'on donne à x une valeur AP 
cette équation déterminera l’ordonnée PM. 

Si l'on résout ensuite l'équation par rapport à y, et qu'on en tire x — gY; 
lorsqu'on fera y = AP’ (valeur précédente de y), l'équation donnera x = PM. 
Dans ce dernier cas, y sera considéré comme l’abscisse, et v comme lordon- 
née; et l'on construira la même courbe, pourvu qu'on porte les abscisses y sur 
l'axe AY, et que l'autre axe soit regardé comme celui des ordonnées. 

Dans cette hypothèse, on peut donc chercher le maximum ou le minimum 


? Fig. 25. 


: ere ; ; d: 
de la fonction x de y. Pour cet effet, de l'équation proposée on tirera = =M, 


et l'on supposera M = 0; cela posé, l'équation T =M nous donnant s =x 


; dy a, sE j i 'il 
on voit que lorsque M = 0, ~^ = æ ; ainsi, la condition nécessaire pour qu'i 
a dx À ; 


y ait un maximum ou un minimum dans le sens des abscisses, est qu'on puisse 


118. Par exemple, si l'on prenait l'équation 


y’ =aux — b, 


Ree- a: Ms, De ant, : 
on en tirerait T2 = 3. Cette valeur égalée à zéro donnerait y = + ; donc la 


d 

courbe ne peut avoir un maximum dans le sens des ordonnées qu’à une dis- 

tance infinie de laxe des v. Examinons maintenant si elle a une limite dans le 

sens des abscisses (par limite on dénomme, en général, le maximum et le mi- 

, à dus. z 

nimum); pour cela, il faut supposer la valeur de dr infinie, ce qui nous donne 
v J 

a .. . . ` 

Hre » condition remplie lorsqu'on fait y = o; dans cette hypothèse, la 

d?r TNN NI 4 ; 
valeur de Ty se réduit à a résultat positif. On voit donc que la valeur de y= 0 
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correspond à un minimum de +. Nous déterminerons ce minimum en faisant 
y =v dans l'équation proposée, ce qui la réduira à ax — b = 0, d'où nous 


s b Te : pi ; ; 
tirerons z = z pour le minimum cherché : ce minimum est reprsenté par AM 


Fig. 26. dans la fig. 26. 


119, En terminant cette matière, nous remarquerons que l'équation Me 
x 
Fig. 26. nous indique que la tangente MT, fig. 26, est celle d'un angle droit, et par 


conséquent est perpendiculaire à l'axe des x, 


Considérations générales sur les points singuliers des courbes. 


120. Le calcul différentiel peut être d'une grande utilité pur trouver la 

farme d'ane courbe dont l'équation est donnée. La théorie des naxima et mi- 

nima nous offre déjà les moyens de déterminer les limites dms le sens des 

abscisses et dans celui des ordonnées ; mais cela ne suffirait jas pour nous 

Fig. 27. faire connaître la forme de la courbe. Par exemple, les courbe des fig. 27. 

28 et 29, qui ont les mêmes limites OC et OD, dans le sens des ordonnées, et 

OA et OB dans celui des abscisses, ne se ressemblent pas. Ce qui distingue la 

Fig. 28. courbe fig. 27 de la courbe fig. 28, c'est que, dans cette deraière, il n'y a 

qu'un point d'inflexion; on appelle ainsi un point où la courte de concave 

devient convexe, ou de convexe devient concave. Dans la fig. 27 il y a deux 

points d'inflexion, l’un en E, l'autre en G, et un point de rebrouisement en C, 
c'est-à-dire un point où la courbe suspend tout d'un coup son cours. 


121. En général, les points où la courbe éprouve des changemens s'appel- 
lent des points singuliers; on sent que si l'on a les moyens de reconnaitre les 
endroits où ces points existent, il sera facile de suivre la courbe dans son 

Fig. 29. cours. Par exemple, si l'on savait que la courbe, fig. 29, a des points d'in- 
flexion en E et en H, et des points de rebroussement en F et en G, on pourrait 
prendre une idée de cette courbe par l'analyse suivante : 

En partant du point A, qui est une limite dans le sens des abscisses, la courbe 
tourne d'abord sa concavité vers l'axe des abscisses jusqu’en E, où il existe un 
point d'inflexion qui, de concave, le fait devenir convexe. A l'extrémité de la 
partie convexe EF, elle suspend son cours au point de rebroussement F, an- 
delà duquel elle est encore convexe dans la partie FH, pour redevenir con- 
cave au-delà du point d'inflexion H, et arriver ainsi jusqu’au point C, qui est 
une limite dans le sens des ordonnées; enfin de C en G et de A en G, la courbe 
est composée de deux ares CBG, ADG, qui, tournant leurs concavités à l'axe 
des abscisses, se réunissent en un point de rebronssement, et passent par les 
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deux limites B et D, l'une dans le sens des abscisses, et l’autre dans celui des 
ordonnées. 


122. D'après ce qui précède, on sent combien il serait avantageux de pou- 
voir, à l’aide de l'équation d'une courbe, déterminer les coordonnées des points 
singuliers. Nous avons déjà fait connaître les moyens de trouver les maxima 
et les minima, il nous reste à nous occuper de la recherche des autres points 
singuliers : c'est ce qui va faire le sujet des paragraphes suivans. 


Des points d'inflexion. 


123. Nous venons de voir qu'un point d'inflexion est celui dans lequel la 
courbe, de convexe devient concave, ou de concave devient convexe. La 
courbe MMM", fig. 30, nous offre en M un point de ce genre. Menons en ce Fig. 30. 
point une tangente TT’; si nous considérons les diverses ordonnées comprises 
entre M'P' et MP, nous verrons que le prolongement M'N’ de l'ordonnée jus- 
qu’à la courbe, ira en diminuant, et s’anéantira au point M ; si nous considé- 
rons les ordonnées suivantes, le prolongement M”N” de l’ordonnée tombera 
au-dessous de la tangente, et par conséquent changera de signe, de sorte que 
si M'N’ étäit positif, M”N” sera négatif. Telle est la condition que nous allons 
exprimer par une équation. 

Soient donc, fig. 30, PP'— h — PP”; on a évidemment Fig. 30. 

M'N’ = M'P' — NP’, 
ou 

M'N = f(x 4h) — N'P'.... (71). 
Pour déterminer la valeur analytique de N’P’, nous avons 
N'P” = MP + N'O, 
ou 
N'P'= y + N'O... (72). 

A l'égard de celle de N'O, le triangle rectangle N'MO nous donne 

N'O = MO tang N'MO; 


or on a vu, art, 73, que l'angle N'MO, formé par la tangente en M, avec une 


Wap 0 : AE : 
parallèle à l'axe des x, avait T7 pour tangente trigonométrique; par consé- 


quent, remplaçant tang N'MO par à et mettant à la place de MO, nous au- 


rons 
d 


ERE Esi 
N'O= h: di 
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Substituant cette valeur dans l'équation (7 2), et mettant ensuite celle de N'P’ 
dans l'équation (71), nous obtiendrons 


M'N =f (4h) — y — À Hd (73). 


Sans avoir besoin de calculer de nouveau la valeur de M”N”, on peut la 
déduire de celle de M'N’; en effet, si nous faisons reculer l'ordonnée parallèle- 
ment à elle-même, M'N’ deviendra M”N”, lorsque À se changera en — A : don- 
nant donc à À cette valeur dans l'équation (73) nous obtiendrons 


MN" =f (x —h) — +. ( 74). 


Maintenant, remplacons les expressions f (x) et f (x — h), par leurs déve- 
loppemens, nous aurons 


f 


h2 
EEE d? y hè 


Ja 13 dr 2.3 +ete.)—y fre 
2 2 3 
MN (y — dy ! d y S ay A 


et en réduisant, ces équations deviendront 


Era a h? t 
MN = Tai ERE -+ etc... (75). 


2 3 3 
M”N”"= — ~ — 755a H etc... (76). 
da 13 dei t (76) 

Cela posé, pour qu'il y ait inflexion en M, il faut nécessairement que, lors- 
qu'on donnera à À une valeur très petite, les lignes M'N’ et MN" tombent 
l’une au-dessus, et l’autre au-dessous de la droite TT’, ce qui exige que M'N’ 
et M”N” soient de signes contraires; or, cela n’est possible que lorsque le pre- 


2 2 


mier terme EP E a des séries (78) et (76), est nul. En effet, si ce terme n’était 


pas nul, on pourrait donner à h une valeur assez petite pour que le terme 
dz” 1.2 
Dans ce cas, le signe de ce terme serait celui du résultat de toute la suite; et 
comme ce terme est le même dans les deux séries, il en résulterait que M'N’ et 
M”N”, fig. 30, auraient nécessairement le même signe ; par conséquent, pour 
que M'N’ et M”N” puissent être de signes contraires, il faut que l'on ait 

d? 


Dr= = 0, ou plutôt = = 0, 


a série. 
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Í ME i p gus 
124. S'il arrivait que la mème valeur de v, qui fait évanouir Toft aussi 
r 


CU : ue 5 : ? 4 
évanouir T il faudrait pour qu'il pût y avoir un point d'inflexion, que $ 


dñ, 3 A dfy 
fût aussi nul. Dans ce cas, si CI était aussi nul, il faudrait encore que S fåt 
dz? AS Tre 


nul, et ainsi de suite; de sorte que le dernier coefficient différentiel qui serait 
nul, devrait être d'ordre pair. 


125. Si la valeur de v, qui est la même dans les développemens 75 et 76, 
dy 
était telle que Tj I fût infiui, ces deux développemens le seraient aussi ; et alors 


on ne st rien conclure de la démonstration précédente, qui repose sur 


la possibilité de ces développemens. Dans ce cas, il faut remarquer que la con- 


A Le. Ne A4? d? : : 
dition E = 0 nous indique, en général, que = doit changer de signe au 
r dx 


ue 3 i d'y 
point d'inflexion, ce qui s'accorde avec l’art. 115, mais = ja peut aussi changer 


de signe en passant par l'infini. Pour en donner un Fiesta soit 


d’y b? 


Si l’on substitue successivement à x les valeurs 


dy b? 
æ — a — h, on trouvera r C 
d’y 
T = 4, Taz r 


; ; EN AS. dys a. 
et l'on voit que c'est le dénominateur de la valeur de et- qui fait changer de 


dz’ 
signe au coefficient différentiel après le point d’inflexion. 


126. Il résulte de ce qui précède, que pour qu'il puisse y avoir un point 
d'inflexion dans une courbe, il faut qu'on ait, pour l’'abscisse de ce point, 


= , OU d'y =. 


de dz? 


- Lorsqu'on se sera assuré que l'une de ces conditions est remplie, on augmen- 
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tera et l’on diminuera successivement d’une quantité A très petite, l'abscisse 


2 


d 
du point qui remplit la condition prescrite; et si =. 1 pour ces nouvelles va- 


dz’ 


leurs de x, est affecté designes contraires, il faudra en conclure qu’il y a un point 


d'inflexion; car, lorsque r est positif, la courbe tourne sa convexité vers l'axe 


“LR s d’ à ER 
des abscisses, tandis que lorsque 2 est négatif, la courbe tourne sa concavité 


vers le mème axe : or, c’est par ce changement de convexe en concave, ou de 
concave en convexe, que la courbe manifeste son point d'inflexion. 


127. Pour donner une application de cette théorie, cherchons s’il y a un 
point d'inflexion dans la courbe qui a pour équation 


y—=b+2 (x — a)... (77). 


La différentiation nous donne 


dy s dy _ Je 
aS = 3.2. e—a T4 =12 (v — a), ga = 12- 


Pour qu’il puisse y avoir un point d'inflexion, il faut donc qu’il existe une 


d? 
4; or, x étant une quantité variable, dé- 


dz’ 


terminons l'une de ces valeurs par la condition qu'on ait 12 (v — a) = 0, et 
nous obtiendrons v =a pour l'abscisse qui peut appartenir à un point d'in- 
flexion. Pour nous assurer de l'existence de ce point, diminuons l’abscisse à 
d’une petite quantité k, et substituons a— h à x, nous trouverons que, pour le 


valeur de x, qui rende nulle terme 


point M’, fig. 31, dont l’abscisse est a — h, on a = —— 12; substituons en- 


suite a -}-4 à x, et nous trouverons que le point M”, dont l’abscisse est a + h, 
d'y d'y 


correspond à gp — 124. Ces deux valeurs de différens signes de 3 T nous 


montrent qu'il y a un point d'inflexion en M. 
dy 
L'hypothèse de v= a fait évanouir T; , par conséquent la tangente au point 
d'inflexion est parallèle à l'axe des v. 


128. Il est à remarquer qu’on n’a pas toujours la faculté d'égaler ainsi à zéro 
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d’? : - T z r 
la valeur de g si l’on voulait, par exemple, chercher s'il existe des points 


d'inflexion dans la courbe qui a pour équation 
y =b- ar’, 
on trouverait, par la différentiation, 


dy d'y 9 
de” id 7 
se ; Re, Que De 
Or, on voit qu'on ne peut égaler à zéro la valeur gs Mine renferme aucune 


indéterminée, et que par conséquent la courbe n’a pas de point d'inflexion, 
résultat auquel on devait s'attendre, puisqu'elle est une parabole, La valeur de 


d’ : 
T nous montre seulement que cette parabole tourne continuellement sa con- 


vexité vers l'axe des abscisses. 


129. Pour troisième application, prenons l'équation 


y? 


en la résolvant par rapport à y, et en différentiant ensuite, on obtient 


— 75. 
=v; 


= 


5 A 2 d? 
gasai Hs, ss 


> dx 


wl 


1 : 
—5—— 0, ou plutôt 
y? 


—0, on ne pourrait satisfaire à cette équation qu'en faisant r = œ , ce 


N 
m. 
ja 
© 
53 
O 
lza 
a 
= 
o 
=" 
= 
=: 
2 
en 
a. 
EA 
a 
-i 
ER 
= 
@ 
Le 
R 
= 
2 
"i 
-s 
[s 
= 
= 
=] 
2. 
© 
5 
win 
ajs 


1 

is 
K” 
qui ne conduirait à rien; mais comme nous avons la faculté d'égaler aussi la 


dy. i 3 igs : 
valeur de T à l'infini, nous satisferons à l'équation 


—— ©, en faisant 


ye 


æ—0. Cette valeur de x nous apprend qu'il peut y avoir un point d'inflexion 
à l'origine; et, pour nous assurer de l'existence de ce point, nous substitnerons 
successivement à x les valeurs —0—-#, et x—0—h, c'est-à-dire h et —h, 


: d? À A 
et nous verrons si, dans ces deux cas, T amène des résultats de signes con- 
T 


traires. Mais, au lieu de faire ces opérations l'une après l’autre, nous pour- 
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rons les exécuter à la fois, en substituant à x la valeur +4, et alors le coef- 


_ cient différentiel du second ordre deviendra à 
Lee 2 a QE NA 
dz? 2°33 3 i 


La valeur supérieure se rapporte à une abscisse plus grande que celle du 

point d'inflexion, et la valeur inférieure se rapporte à une abscisse moindre. 

Comme ces deux valeurs sont de signes contraires, nous pouvons en conclure 
Fig. 52. que v=o correspond à un point d'inflexion A, fig. 32. 


Fig.53. 130. Pour dernière explication, prenons la courbe, fig. 33, qui a pour 


équation 
(y—b} =". 
Cette équation nous donne 
2 dy + du I 
y=b +s, tie, J=+i—; 
dx a? x 
£ d'y . es 
en faisant v=o, on a Ja = © » ce qui est un indice qu’il peut se rencontrer 
un point d'inflexion à l'origine. Pour savoir si ce point existe, faisons d’abord 
3 ie EA © 
æ=—=h, et substituons cette valeur dans celle de qui devient 
d'y l 
2 = + iin. 
dg? 478 V4 h 
er : $ Me DAINA ATTAN rN 
Si l’on fait ensuite v= — h, la valeur de Ir devient imaginaire, ainsi que 
T 


la valeur de y, ce qui nous apprend que la courbe n'existe pas pour des abscis- 
y PP q pas f 


Ataa u TAS. in de E T a à 
ses négatives; ainsi, quoique ge soit infini à l’origine, il n’y a pas de point 
d'inflexion. Bientôt il nous sera facile de reconnaître que ce coefficient diffé- 
rentiel appartient à une classe de points que l’on a compris sous le nom de 
points de rebroussement ; c'est ce que nous allons examiner plus particulière- 
ment dans le paragraphe suivant. 


Des points de rebroussement. 


131. Lorsqu'une courbe s'arrête dans son cours, et revient sur ses pas, on 
a un point de rebroussement ; le rebroussement est de la première espèce lors- 
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> 
que les deux branches se tournent leurs convexités, comme dans la fig. 84, et Fig- 54. 
le rebroussement est de la seconde espèce lorsque les concavités sont concen- 
triques, comme dans la fig. 35. Fig. 55. 


132. La courbe s'arrête ainsi, parce qu’au-delà du point C de rebrousse- 
ment, les valeurs que l’on donne à l’abscisse en déterminent d'imaginaires 


d’, P < 
pour l’ordonnée, ce qui suppose que TS renferme un radical ; et si, avant que 


d? ; 
la courbe suspende son cours, z donne deux valeurs, l’une du signe de y et 


l'autre d’un signe contraire, cela annonce qu'il y a deux branches de courbe 
réunies au point C, fig. 34, l'une convexe vers l'axe des abscisses, et l’autre Fig. 54. 
concave. À ces caractères on peut reconnaître un point de rebroussement de 


s : s > d’ 
la première espèce; si, au contraire, les deux valeurs de 3# sont de même 


signe, les deux branches qui se réunissent en C, fig. 35, ne peuvent être que Fig. 55. 
concentriques : par conséquent le rebroussement sera, dans ce cas, de la se- 
conde espèce. 


133. Pour premier exemple, examinons s’il y a des points de rebroussement 
dans la courbe qui a pour équation 
(y—2) = 2. 
Cette équation donne 


y =v £ ry t... (78). 

On voit que lorsqu'on prend x négatif, y devient imaginaire; donc la courbe 
s'arrête à l'origine où v=o et y—0. Mais cela ne prouve pas encore qu'il 
yait à l'origine un point de rebroussement, car il pourrait n’exister en ce point 
qu'un arc de courbe, toujours concave du même côté, comme cela a lieu au 
sommet de l'hyperbole; ainsi, pour reconnaitre si la valeur de x—0 corres- 
pond à un point de rebroussement, il faut savoir ce que devient, près de l'ori- 
gine, le coefficient différentiel du second ordre ; or, en différentiant et en 
divisant par dx l'équation 


y=r+r, 
on trouve P 
dy af 
DIE: Fous (79), 
2 5 + 
= tite /r 


ÉLÉMENS DE CALCUL DIFFÉRENTIEL, 10 
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Pour savoir si la courbe est concave ou convexe, près du point où elle sus- 
pend son cours, on augmentera l’abscisse de ce point d'une petite quantité h, 
en faisant r—0—-h, c’est-à-dire À; et en substituant cette valeur dans celle de 
d’y 
de” on trouvera 


d'y _ s 2 h2 
mt hyh. 
Ces deux valeurs de signes contraires indiquent donc deux branches; l'une 


AM, fig. 36, qui tourne sa convexité vers l'axe des abscisses, et l’autre, AN, 
qui tourne sa concavité vers le même axe; par conséquent l'origine est un 
point de rebroussement de la première espèce. 


134. Pour second exemple, prenons l'équation 
y—b}=(x— a) ; 
cette équation nous donne 


y=b+ a.. . (80). 


Si l'on fait x—a, on trouve y—b; mais si l'on donne à x des valeurs moin- 
dres que a, celles de y deviennent imaginaires; car en mettant a—h à la 
place de v, on trouve 


y=b+ y- P=} + À y> 


valeur imaginaire : la courbe suspend done son cours au point C, fig. 34, dont 
les coordonnées sont a et b. 
Pour connaître de quelle manière s'étendent ses branches au-delà du 


point C, substituons à v la valeur ah, dans celle de AA nous ob- 


tiendrons 
d'y AD 


= m a —. 
dz’ 4 V4 h 
d'y 


Le signe supérieur de - nous indique une branche CM, qui tourne sa 
dx? 


convexité vers laxe des +, et le signe inférieur nous indique une branche CN, 
qui tourne sa concavité vers le même axe : donc il y a au point C un point de 
rebroussement de la première espèce (art. 116 et 132). 


135. Pour troisième exemple, prenons la courbe dont l'équation est 
yar + ba y= 


Si l'on fait v=o, on trouve y—0; mais pour # négatif y est imaginaire : 
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donc la courbe suspend son cours à l'origine ; examinons ce que devient alors 


d’ Pry APEE E < 
E Pour cet effet, en écrivant l'équation de la courbe de la manière 


suivante, 


y=ar £ br’, 
nous obtiendrons 
d z 
z SAE E br”, 
d’y 


donnant à v une valeur positive très petite, représentée par h, la par- 


; d’ } 7 i 
tie $.4.b yh de la valeur de Pe sera moindre que la partie 2a ; par conséquent 


d? Š 5 
les deux valeurs de IS données par l'équation 


d’y 5 3 A 
Ia=u tiibh, 

seront positives; d’où il suit qu’à l'origine, il y aura deux branches qui tour- 

neront leurs convexités vers laxe des v. Il existe donc, à l'origine, un point de 

rebroussement de la seconde espèce (art. 116 et 132). 


136. Les points de rebroussement appartiennent à une classe de points com- 
pris sous la dénomination de points multiples. 


Des points multiples. 


137. On appelle points multiples les points où plusieurs branches de courbe 
se réunissent, Un point multiple est double lorsqu'il est à l'intersection de 
deux branches, il est triple lorsqu'il est à l'intersection de trois branches ; 
ainsi de suite. 


138. Soit À, fig. 37, un point double, formé par les deux branches de Fig. 57. 
courbe AB, AC, auxquelles on a mené les tangentes AT et AT’. Si nous repré- 
sentons par F(x,y) = 0 l'équation de la courbe, délivrée de radicaux, la diffé- 
rentielle de cette équation, mise sous cette forme, Pdr -}- Qdy = 0, ne ren- 
fermera aucun radical, parce que la différentiation d'une fonction rationnelle 
n'en introduit point dans cette fonction ; d'où il suit que P et Q seront des 
quantités rationnelles, 
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Cela posé, l'équation précédente nous donne 


dy P 
Te (81), 
T devant avoir deux valeurs différentes, puisqu'il y a deux tangentes, il faudra 


mer détermine de manière que cette condition soit remplie ; or, elle le 


serait, si renfermait un radical; mais c’est une chose impossible, puisque 


Q 


PET LA f x 
nous avons vu que — était rationnel ; dans ce cas, il faut que l’Algèbre nous 


Q 


conduise à un résultat qui évite cette contradiction, et c'est ce qui a lieu lors- 
P 5 o o $ 
que Q se présente sous la forme y Car nous savons que = est le symbole d’une 


quantité indéterminée, et par conséquent susceptible de plusieurs valeurs. 


139. Voici de quelle manière ce théorème se démontre. Supposons pour un 
instant que « et + représentent les deux valeurs de la tangente trigonomé- 
trique de la courbe, au point multiple, ces valeurs devront satisfaire à 
l'équation 


et donneront 
P+-Q4—0, P-LQ#—0. 
Ces deux dernières équations étant retranchées l’une de l’autre, on obtient 
QG = )m0; 
or, le facteur # — %', étant composé de deux quantités inégales, ne peut être nul ; 
d’où il suit qu'on a Q—0, ce qui réduit l'équation PL Qz = o à P—0. Au 


moyen de ces valeurs de P et de Q, l'équation P+% =o, ou plutôt 


Y — 3 devient 


d Q 


140. Si au lieu de deux branches réuniesen un point, nous en avons un plus grand nombre, il 
suffit d'en considérer seulement deux, pour prouver qu’au point de rencontre de toutes ces bran- 


o ; ; s 5 ” i 
ches, dr — + On ne peut parvenir aussi facilement à la même conclusion, lorsque plusieurs 
dy 


http://rcin.org.pl 


DES POINTS CONJUGUÉS. 77 
branches de courbe n’ont qu'une tangente commune ; néanmoins, dans ce cas même, on peut en- 
core prouver que t doit se présenter sous la forme 2; mais comme la démonstration de ce 


théorème est fondée sur la considération des contacts des courbes, nous nous réservons de la don- 
ner (art. 172), lorsque nous aurons parlé des courbes osculatrices. 


141. On peut remarquer que la démonstration de l'article 139 étant fondée 
sur ce que l'équation primitive a été délivrée de radicaux, si l'on différentiait 
sans les avoir préliminairement fait disparaitre, il pourrait se faire qu’une 


: ¿ = ; < A dy o 
équation qui comporte des points multiples ne donnàåt pas Par exemple, 


l'équation (78) art, 133, page 73, est dans ce cas : elle a un point double 
à l'origine, et cependant si l'on fait v=o, l'équation (79) se réduit à 


142. Enfin, nous ajouterons que, quoique l'équation Y ? aitlieu pour un 


point multiple, il ne s'ensuit pas qu’elle ne puisse subsister que pour un point 
de ce genre; car la démonstration précédente ne nous dit pas que cette pro- 
priété leur soit exclusive. Ainsi, tout ce que l’on en doit conclure, c'est que 


i i du, 0.2; : 5 A : 
la réduction de g à 2, indique seulement qu’il peut y avoir un point multiple. 


143. Ce qui précède suffit pour nous indiquer le moyen de reconnaitre s'il 
peut exister des points multiples dans une courbe déterminée par une équa- 
tion. Pour cet effet, soit U cette équation, on en déduira, par la différentia- 
tion, Pde + Qdy = o, et l'on verra si les mêmes valeurs de x et de y satisfont 
à la fois à la proposée et aux équations P = 0, Q= 0; si cela est, ce sera un 
indice que ces valeurs de x et de y peuvent appartenir à un point multiple, et 
alors, en discutant la courbe aux environs de ce point, on reconnaitra s’il est 
multiple. 


Des points conjugués. 


144. Considérons une courbe qui soit telle que, dans la partie où ses coor- 
données sont imaginaires, il existe seulement deux coordonnées réelles; ces 
coordonnées construiront un point qui sera entièrement détaché de la courbe, 
et auquel on a donné le nom de point isolé ou de point conjugué. 

Représentons maintenant par y = fx l'équation d'une courbe qui a un point 
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conjugué. Si a et b sont des coordonnées de ce point, il faudra qu'au moins, 
dans ses environs, les coordonnées soient imaginaires, autrement il ne serait 
pas isolé ; par conséquent, si nous supposons que l'abscisse 4 s'augmente d’une 
petite quantité k, l'ordonnée correspondante, représentée par f (a +-h), devra 
être imaginaire ; or, la série de Taylor nous donne, en général, 


ct dy d'y k d'y hè 
(x +h) = + HS + ss tete. 


Faisant + — a, il faudra que l’ordonnée correspondante soit b ; par conséquent 


d dz? f’ \da 


nent les coefficiens différentiels dans cette hypothèse, nous aurons 


ļ? 3y 
nous changerons y en b; et, appelant (} ( 2), (a 9), etc., ce que devien- 


d'y 


fer (a+ (TE) +) et. 


Or, pour que (ah) soit une quantité imaginaire, il faut au moins que l’une 


dz?’ \dz? 


pothèse de x — a -+ h rende imaginaire l’un des coefliciens différentiels ; si 
cette condition est remplie, la courbe pourra avoir un point conjugué. 
Par exemple, si l'on a l'équation ; 


(a +b) /x, 


ay % 
des expressions (&) (z r), (i x) etc., soit one c'est-à-dire qustúy- 


en la différentiant, on trouvera 


= ( y? ayz) 


Cette valeur devenant imaginaire, lorsqu'on fait s = — b, et par conséquent 
y = 0, il est à présumer que le point A, fig. 38, dont les coordonnées sont 
x= — b et y = 0, est un point conjugué; nous reconnaitrons ensuite si ce 


point est réellement conjugué, en augmentant et en diminuant successive- 
ment l’abscisse — b, d'une quantité plus petite que b, et nous trouverons que, 
dans les deux cas, y devient imaginaire, ce qui annonce que le point dont il 
est question est un point conjugué. 


145. Les points conjugués, comme les points multiples, manifestent leur 


A 0 : per cha DER 
existence en rendant - le coefficient différentiel =A 
o dr 
En effet, l'équation 


o4 0, 


http://rcin.org.pl 


DES COURBES OSCULATRICES. 79 


étant différentiée et divisée par dx, nous donne 


he dy dQ 
ETT D ii 


- 4 Lab l 
et l’on voit que le terme qui est affecté de a Q pour coefficient; en diffé- 


d'y 
rentiant de nouveau, on trouvera que Q est encore le coefficient de =$. + et ainsi 


de suite; de sorte que lorsqu'on sera arrivé au coefficient de l’ordre n, nous 
aurons un résultat de la forme 


goy Y K= on. (82). 


Cela posé, il y a au moins l'un des coefficiens différentiels qui devient imagi- 
naire pour une valeur de x, et qui par conséquent contient un radical ; repré- 


d'y 
sentant ce coefficient par 4 il faudra donc que la fonction de x que repré- 


da” 


sente cette expression ait plus d’une valeur. Cela suffit pour que nous puis- 
sions conclure, comme dans l'article 139, que Q—0, ce qui réduira l'équation 


P+Q> Yo, à à P =0; il suit de là qu'on doit avoir Y — ©. 


Des courbes osculatrices. 


146. Soient y—#x et y—Fr, les équations de deux courbes qui se rencon- 
trent, fig. 39, au point M, dont les coordonnées sont AP = 2x", PM =y’; on aura Fig. 39. 
donc, pour ce point, 
pu —=#Fr; 


supposons que +’ devienne ensuite x’ —- h, les équations précédentes donne- 
ront 
der he 


der 
(x +h) = + D h+ = LA pa + ete... (83), 


MP F (rh) Fr NT np EZ À Feto... (84). 


Si tous les termes correspondans de ces développemens sont identiquement 


les mêmes, les courbes se confondront; si l'on a seulement Fr'—;,x, les 
courbes, comme nous l'avons vu, n'auront de commun que le point M ; si, outre 
dFx d?r 


———, ces courbes se rapprocheront davantage ; et encore 


Fr'—#?x, on a —— dé ds 
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d°Fz?  d’sr 


plus, si, outre ces équations, on a encore A = À et ainsi de suit»; car 


` 


il est évident que la différence de M”P’ à MP’ sera d'autant moindre, qu'il y 
aura un plus grand nombre de termes égaux dans leurs développemens. 

Cela posé, soient a, b, c, etc., les constantes de l'équation y—Fz ; on peut, 
sans changer la nature de la courbe, donner des valeurs arbitraires à ces con- 
stantes. Par exemple, si l’on a l'équation y =mx—n2, qui est celle d’une 
ellipse, quelque valeur que l'on donne aux constantes m et n, cette équation 
ne cesse pas d'appartenir à une ellipse, puisque l'équation conserve torjours 
la même forme (bien entendu qu’on ne fait varier » et n que de grandeur et 
non designes, et qu'on ne les suppose pas nuls). D'après cette observation, on 
peut regarder comme arbitraires les constantes a, b, c, ete., qui entrent 
dans les équations 
dFz’__d?æ d’Fx d’or 
dy — dr” der des” 
et en prenant autant de ces équations qu’il y a de constantes, on déterminera 
ces constantes par la condition que ces équations soient satisfaites. 

Par exemple, si l'équation y = Fv ne contient que trois constantes a, b, c, 
on posera 


dFr __ der d’Fx' der 


Fr = oy = 
Ho dr dr’ de dy: 
On tirera, de ces équations, les valeurs de a, de b et de c, en fonction de v’, 
dy’ e X + 
de y, de —= Io etc. ; on les substituera dans l'équation y—Fx. Alors elle jouira 


de cette propriété que, lorsqu'on y mettra +’h à la place de à, l'équa- 
tion (84), qu'on obtiendra à l'aide de la formule de Taylor, aura les trois pre- 
miers termes de son second membre respectivement égaux aux trois »remiers 
du second membre de l'équation (83). 

Ce que nous disons d'une équation qui ne renferme que trois coxstantes , 
peut s'appliquer à une qui en contiendrait un plus grand nombre. 


147. Prenons pour exemple le cas où l'équation y —Fx représete celle 
d’une ligne droite ; cette équation y—Fx sera donc remplacée par cdle-ci, 
; y=axr-}b.... (85). 
Les équations de condition, nécessaires pour l'élimination des comstantes a 
et b, seront 
paas Li, = Ša... (86) 


et comme ÿx’ représente l'ordonnée en M de la courbe dont l’éqution est 
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y= pv, et que x’ correspond à y, nous pourrons Tomplacer gx par y’, et les 
équations (86) se changeront en 


éliminant a, on obtiendra 
dy 


Substituant la valeur de b donnée par cette équation, et celle de a, dans 
l'équation (85) dé la ligne droite, celle-ci deviendra 


t 


„dı v 
y—y a (æ= x). (87). 
On reconnait dans cette équation, celle d’une tangente MT, fig. 40, au point Fig. 40. 
M, dont les coordonnées sont x et y (art. 73). Nous verrons bientôt pourquoi 
celte droite MT est sagaris en M. 


148. Reprenons la théorie précédente, et pour éviter les périphrases, con- 
venons de dénommer les courbes par leurs équations. Nous avons vu, arti- 
cle 146, que si les courbes y= pv et y—Fx avaient seulement un point com- , 
mun, en représentant par x et y les coordonnées de ce point, on aurait 
l'équation de condition Fs'=ọv'; mais qu’en déterminant deux constantes de 


l'équation y—Fx, par les conditions F=—##", et = = Br les courbes com- 
menceraient à se rapprocher. 

Représentonsæpar y= fr ce que devient y —Fx après qu'on y a substitué 
les valeurs de ces deux constantes, la courbe y= fr sera une osculatrice du 
premier ordre à la courbe y—#x; et si, toujours en vertu des valeurs arbi- 
traires qu’on peut donner aux constantes, on élimine trois des constantes de 
l'équation y= Fv, au moyen des équations suivantes, 


der Wr d?Fz - der 


et qu'on représente par ?r ce que devient Fy, après cette substitution, cette 
courbe y = v sera une osculatrice du deuxième ordre à la courbe y = p7, 
dont elle approchera encore plus, et ainsi de suite; de sorte que pour une 


ième 3 3 
osculatrice du n ordre, nous aurons les équations 


r dF? dpr dFr ‘des dFy d'or 
rw, a ar re ee a ON): 


149. Nous allons démontrer que, de deux osculatrices qu'on a obtenues 
ÈLÉMENS DE CALCUL DIFFÉRENTIEL, 11 
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ainsi, en faisant varier les constantes d’une même équation, celle de ces oscu- 
latrices qui est d'un ordre inférieur ne peut pas passer entre l'autre et la 
courbe à laquelle on a mené ces osculatrices. 
. Fig. 59. Par exemple, soit MB, fig. 39, la courbe y — gr, et MC son osculatrice 
y = v du second ordre; il s’agit de démontrer que l'osculatrice v = fx du pre- 
mier ordre, ne peut passer entre les courbes MB et MC. 

Pour cet effet, en mettant v’ +- A à la place de x dans ces équations, nous 


trouverons 
der vhe, d'er W 
PM oup (Hor + ER e Er gg Hete 
P dyr, | dgr h, dyr W 
PM” ouy -Har Eh r a H a gH ete. 


fette En + DER i agt etc. 


la courbe y = yr, étant une osculatrice du second ordre à y—#r, il faut 
qu'on ait 


À À dr dpr 


Her dr dr” der — ds 
D'une autre part, y= fv étant une osculatrice du premier ordre à y == ọ7, 
on a encore 
pan E: 
en vertu de ces équations, on a donc 
gr = pr =fr, 


ape dé afe 
d d” dr’ 
et seulement 
dr dyr, 
rs T dés? 
faisons, pour simplifier, 
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les trois développemens précédens pourront s'écrire ainsi : 
déex kè 


P'M' ou ọ (2 -HA =K -4V Tr? 2. ja + ete. 
dtr kè £ 
P'M" ou ¥ (x -A =K -V H igt eto., 
dfr h , Bfr k 
FRET Fa tan 2.8 t ete; 


et en observant que tous les termes, à partir de celui qui est affecté de k?, ont 
è pour facteur commun, nous pourrons supposer 
d?r hè 


dr 33 + ete. = MA ; 


ct en faisant des réductions analogues dans les autres équations, on aura 
g (2 -H h) =K- Vk EM, 
t (x! +) =K- Ve EN, 
f œ +h) =K -44 TE mp, 


Les courbes y= fr et y= ¢r étant des osculatrices, Pune du premier ordre 


d’fr 
dr 


et l’autre 


. On ne peut donc 


faire que deux hypothèses sur V, savoir : 


, dx fr 
VC, ar> EE. 


Si V est moindre que : Eh , soit Z l’excès de : +4 sur V, on aura 
dg” dg" 
,d dfr, 
T +Z= =; dr”? ? 


si au contraire V surpasse 4 1%, la quantité Z sera négative. 
En substituant cette valeur de as dans celle de f'(x'+-h), et en observant 
que 4? est facteur commun, nos trois développemens deviendront 
8 (2-4) =K- (V-H Mh) h, 
Y (x' h) =K + (V-HNh) h, 
f œ +) =K+ (+ Z+ Ph). 


Or, en faisant L très petit, il est possible que la quantité Z indépendante 
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de A soit plus grande que les expressions MA et NA qui tendent vers zéro. Alors, 
si Z est positif, f (x A) surpasse ? (x) et ¥ (x°-h); dans ce cas, on a donc 
Fig. 59. f (2h) ou P'M”, fig. 39, plus grand que P'M' et que P'M”, ce qui montre 
que la courbe y—fr, représentée par MM’, ne peut passer entre les deux 
autres. 
Si, au contraire, Z est négatif, on a f (x -h) ou P'M'", moindre que P'M' et 
que P'M”, la courbe MM” étant alors celle qui s'approche le plus de l'axe 
des +, ne peut être comprise entre les deux autres. 


Fig. 40. 180. On peut maintenant expliquer pourquoi la ligne droite, fig. 40, qui, 
art. 147, est une osculatrice du premier ordre, est tangente à la courbe; car 
il résulte de notre théorie, qu'entre cette droite et la courbe on ne peut faire 
passer aucune autre droite, ce qui est la propriété de la tangente. 

On dit que la tangente a un contact du premier ordre avec la courbe. En 
général, une osculatrice d'un ordre » a un contact du même ordre avec la 
courbe à laquelle elle est osculatrice; ainsi, lorsqu'on a, entre deux courbes, 
les équations 

dx dFr d’'fw d'Fr 
Qu =Fr', ==, = 
ces courbes ont entre elles.un contact du second ordre. Ce contact sera du 
troisième ordre si, outre ces équations, on a encore celle-ci : 
l dox  d'Fr' 
dr — de? 


et ainsi de suite. 


151. L'équation du cercle, qui est 
y=re=S?r, 
renfermant trois constantes, nous pouvons déterminer le cercle qui a un con- 
Fig. 41. tact du second ordre, avec une courbe MN, fig. #1, dont on a l'équation. Pour 
cet effet, soient x’ et y! les coordonnées du point M de la circonférence de ce 
cercle ; la valeur de y sera donnée par l'équation 


(y — f)? -}- (£ — a} = P (90). 
et devra remplacer Fs’ dans les équations du contact, qui sont 
'— Fr dx dF dps _d'Fr, 
DO PE RIT A da a? 
si nous adoptons en même temps x et y pour les coordonnées de la courbe 
y=?v, au point de contact, les équations précédentes deviendront 
dy _dy dy _ d'y 


y= q -=-= 7) 7, = p 
y dx ‘dr’ de dr? 


ess AL); 
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dy d'y 
l dr’ et de 4 
de l'équation (90), et de ses différentielles successives, qui sont 


ÿ—6)5 ju Dore 0... (92), 


il faudra donc mettre, pour les quantités y’, leurs valeurs tirées 


T 
Y-A g+ gato... (03). 
Or, substituer dans les équations (91) les. valeurs de y, de Wet de TA sy, don- 
nées par les équations (90), (92) et (93), n'est autre chose qu’éliminer ces 
quantités entre les équations (90), (91), (92) et (93), ce qui revient à effacer 


les accens dans les équations (90), (92) et (93), en observant d’ailleurs que 


quand \ 
y=Yy, on a = ;. 


supprimant donc les accens, on trouvera 
GRH (E— dre (04), 
(y— Ê) + s— = 0.... (95), 


(ù — P) Yi Yi — 0... (96). 


De cette dernière équation on tire 


tar) 


y— p= .. (97). 
Tr 
Mettant cette valeur dans l'équation (95), on obtient 
dy’ 
( + Jan 
æ — = dy de (98). 
dz? 
Si dans l'équation (94) on substitue ces valeurs de y — ê et de v — *, on 


aura 


( tel ( (a) a 


d’y\? PAEA 2 tr 2 
dz’ dz’ 


ct, en ajoutant les numérateurs qui ont un facteur commun, on aura 


(+a) (tas) 


d’y\* F; 
dr? 
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cette équation se réduit à 


= = = 
: d’y 
dz? 
182. Le double signe est relatif à la position de 7: si la courbe tourne sa 
concavité vers laxe des x, alors sera négatif (art. 118); et pour qu'alors 7 se 


détermine positivement, nous le prendrons avec le signe négatif, et nous 
écrirons 


ai : dy. 
car la courbe, tournant sa concavité vers l'axe des abscisses, T tient la place 
v 


d’ane quantité négative, qui, lorsqu'elle sera substituée dans la valeur de 7, la 
rendra positive. 


153. On a donné au cerele que nous venons de considérer, le nom de cer- 
cle osculateur, et à son rayon celui de rayon de courbure; il ne s'agira donc, 
pour obtenir le rayon de courbure, que d’avoir l'équation de la courbe, pour 
en déduire les coefficiens différentiels qu’on substituera dans la formule 99. 

Si la courbe devait tourner sa convexité vers l'axe des x, nous ferions pré- 
céder la valeur de y du signe positif. 


154. On écrit quelquefois ainsi la valeur de y : 


3 
—- (2 + dr) 
jir dedy 


Cette formule se déduit facilement de l'équation (99) ; car en réduisant au méme dénominateur les 


fs 
deux termes qui sont sous la parenthèse, et en observant que la puissance 5 de dz’, est dx’, on 


obtiendra 
8 2 
Ne LES (dx? + dy} 
PRES Er = dy 
de 7 
dz’ 
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155. Pour donner une application de la formule (99), cherchons le rayon à 
de courbure de la parabole NAM, fig. 42, dont l'équation est z’ = my; nous Fig. 42, 
trouverons 


donc 


et en élevant les deux facteurs à la puissance À, on a 


2 3 2 3 
+) + 
a tr Tr ee en (100); 
m 4 
or, la normale à la parabole ayant pour expression (Théorie des courbes, 
art. 263) k +r? F on voit que le rayon de courbure de la parabole est égal 
au cube de la normale, divisé par le carré du demi-paramètre. 


156. Le cercle osculateur peut servir à mesurer la courbure de la courbe 
en un point M, fig. 41 ; car, si en ce point M on décrit, avec le rayon de cour- Fig. 41. 
bure, un arc ML très petit, cet arc pourra être considéré comme l'arc même 
de la courbe, dont il s'écarte très peu; or, plus larc ML a de courbure, plus 
son rayon est petit; d'où il résulte que par le décroissement du rayon de 
courbure, ou par son accroissement, on pourra connaître si la courbe augmente 
ou diminue de courbure. 


Par exemple, en considérant l'équation (100), qui donne le rayon de cour- 
: å m 
bure de la parabole, on voit qu’au sommet de la courbe, où s= 0, 7= —; mais 
g g? 
que lorsque x s'accroît successivement, ; augmente, ce qui annonce que la 
courbure de la parabole va en diminuant lorsquwon s'écarte du sommet. 


157. z exprimant la tangente trigonométrique de l'angle que la tangente 


en M, fig. 43, fait avec l'axe des z, l'équation de la normale assujettie à passer fig, 43. 
par un point dont les coordonnées sont « et 8, sera (art. 73) 


dx 
= Tea. - 
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Cette équation étant la même que l'équation (95) dans laquelle « et p sont 
les coordonnées du centre du cercle osculateur, on voit que le rayon de ce cer- 
cle est une normale à la courbe. 


138. Si maintenant, par tous les points d’une courbe MM'M”, etc., fig. 44, 
on mène des rayons de courbure MO, M'O’, M0", etc., on construira une suite 
de points O, 0’, O”, etc. ; ces points étant assujettis à une certaine loi (*), cela 
suffit pour que nous puissions donner le nom de courbe à leur système ; mais 
nous ne prononcerons encore rien sur la nature de cette nouvelle courbe, 
qu’on appelle la développée de la courbe MM'M”. Celle-ci, considérée relative- 
ment à la développée, est appelée la développante. 


159. Si l'on passe d’un point à l'autre de la développée, non-seulement 
æ et y varient, mais encore z, £ et y varient en même temps : car # et 8 étant, 
en général, les coordonnées des centres du cercle osculateur, comme la déve- 
loppée est formée par le système de ces centres, il en résulte que « et £ sont 
les coordonnées de la développée ; coordonnées qui doivent varier d’un point 
de la courbe à l'autre. Il en est de même de 7, qui est le rayon du cercle oscu- 
lateur, et qui représente alors la distance d'un point quelconque de la déve- 
loppée à un point de la développante d'où est parti ;. Par conséquent, en dif- 
férentiant l'équation (96) par rapport à toutes les lettres (**), et en divisant 
par dr, nous obtiendrons 


dy , d? dyd8 da 
U—A Te tar drdst dr 


retranchant l'équation (96) de celle-ci, il reste 


(*) Elle est implicitement renfermée dans l'équation de la courbe MM'M”, puisque cette courbe 
étant donnée, la position de ces points en résulte. 


(**) On ne peut pas différentier autrement l'équation 
D —FP+@—a)=?, 


et ses dérivées; cependant il semble que nous ayons agi autrement, lorsque de l'équation (90) 
nous avons déduit les équations (92) et 93). Je répondrai que, comme nous avions deux constantes 
arbitraires dans l'équation (90), nous les avons déterminées par la condition que les fonctions re- 
présentées parles premiers membres des équations (92) et (95), fussent nulles; mais, sans cela, 
nous n'aurions pas eu le droit de conclure de ce que l'équation (90) a lieu, que les équations (92) 
et (93) doivent aussi avoir lieu. 
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d’où l'on tire 


dx dv 
or, art. 69, 
ALT CUS 
` dg dp’ 
dr 
done 
dy as ida dr 
dé dz ds 
et par conséquent, art. 26, 
dy ia 
Pied ds 


Si l’on substitue cette valeur de i Frs Y dans l'équation (95), on obtiendra 


y— = (e—a)... (101). 


t s d 
160. Nous avons vu, art. 157, que l'équation mici (x — a), était 
celle du rayon de courbure qui passait par le point dont les coordonnées sont 
dr dê 
x et y. En remplaçant 7> PAT de , ce sera toujours l'équation du même rayon; 


mais l'équation (101) étant aussi celle d’une tangente menée au point de la 
développée, dont les coordonnées sont « et 8 (*),le rayon de courbure est donc 
tangent à la développée. 


161. Comme dans la démonstration suivante nous emploierons la différen- 
tielle d’un arc de courbe, nous allons déterminer cette différentielle. 

Supposons qu’une abscisse AP=— v, fig. 45, s’accroisse de PP'—} ; si nous Fig. 45. 
menons la parallèle MO à l'axe des v, nous aurons évidemment 


corde MM' = y NFN O= y FMO 0’; 


(*) Observons qu’en général x et 8 étant les coordonnées d’un point quelconque de la dévelop- 


d 
pée, l'équation de la développée sera A= fx ; donc af représente, art. 75, l'angle que la tangente 


au point z, B, fait avec l'axe des abscisses. 
ÉLÉMENS DE CALCUL DIFFÉRENTIEL, 12 
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M'O—f(r4 4) — fr — A: dyk D ete. 


Substituant cette valeur dans l'expression de MM’, et représentant par A, 
par B, etc., les coefliciens de 4, de %4, etc., on aura 


MNW’ = V k4- ea k- Ak H Bh --etc., 


< 


ou 
aaia du DOTE HAR BA ete. ; 


done 


MM’ dy? E 
E HFa TAE BA etc. 


Dans le cas de la limite, la corde se confond avec lare que je représenterai 
par s, de sorte que nous aurons 


dy’ 
CE VARE da” 


d'où nous tirerons, en multipliant par dx, 


d= yo” dy. 


162. Pour la développée, dont les coordonnées sont z et 8, nous aurons donc 
également 


ds = 4” de. 


163. Différentions maintenant l'équation (94) par rapport à toutes les lettres, 
nous trouverons 


(y — ê) (dy — dé) + (£ — «) (dz — de) = ydy; 
l'équation (95) nous donne . 
(y —P) dy + (x —<) dr 0; 
retranchant ce résultat de l'équation précédente, il nous reste 
— (y — P) dg — (x — 2) da= d7... (102). 


Si dans cette équation (102) et dans l'équation (94), nous substituons la 
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valeur de y — 8, donnée par l'équation (101), nous trouverons ces deux équa- 
tions : 


TE (e—a) — (e— 9 de = ydr, 
e—a- hear; 


metlant + — * en facteur commun, et tirant la racine carrée de la seconde, 
ces équations deviennent 


divisant la première de ces équations par la seconde, on obtient 
dı = — v/d8+de. 
Or, nous avons vu, art. 162, qu’en appelant s un arc de la développée, on 


avait 


d= y Ptdr; 
en comparant cette équation à la précédente, nous en dédnirons 
dy ——ds, ou d(7+5s) —0; 
et comme toute fonction dont la différentielle est nulle est constante, nous 


avons donc 7? Hs— constante; done si le rayon de courbure s'augmente, il faut 
que s diminue d'autant. 


On énonce cette proposition en disant que le rayon de courbure varie par les 
mémes différences que la développée. 


164. Soient, fig. 46, MO—Y ; 0B=s; MO'—7, O'B=s' ; nous avons done, Fig. 46. 
pour le rayon de courbure MO, 


1—+-s—constante, 
ou 


MO -Harc OB =constante.... (103). 
Pareillement, le rayon de courbure M'O’ donne lieu à l'équation 
v -+ s' =constante, 
ou 
M'O' -Harc O'B=— constante... (104); 


les seconds membres des équations (103) et (104), représentant une même con- 
stante, nous tirerons de ces équations, 


M'O' -arc O'B = MO -} are OB, 
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et par conséquent, 

M'O’ — MO —arc OB — arc O'B=— arc 00; 
ce qui nous apprend que la différence de deux rayons de courbure est égale à l'arc 
qu'ils comprennent entre eux. 


168. Il suit de là que si l'on applique sur la développée OB, fig. 46, ua fil 
qui, se terminant tangentiellement, soit fixé au point M de la développante MC, 
lorsqu'on développera ce fil, en le laissant constamment tendu, son extrémité M 
décrira dans ce mouvement la développante MC; car, en supposant que dans 
son mouvement il soit arrivé dans une position O'M’, il se sera accru de 00, et 
par conséquent égalera en longueur le rayon de courbure qui passe par le point 
0’; donc l'extrémité M’ de ce fil sera sur la développante. 


166. Voici de quelle manière on peut trouver l’équation de la développée : 
1° on tirera de l'équation de la courbe les valeurs de y, et des coefliciens diffé- 


. dy d à i . 
rentiels mA 1 etc.; 2 on substituera ces valeurs dans les équations (95) et 


(96), ce qui donnera deux nouvelles équations, qui ne seront plus que des 
fonctions de x; 3° éliminant v entre ces équations, on parviendra à une équa- 
tion entre z et Ê. Cette équation sera celle de la développée. 


167. Déterminons par ce procédé la développée de la parabole, dont l'équa- 
tion est 2° — my : en différentiant, on trouve 
2rdr — mdy, 
et par conséquent 


d'y 


substituant, dans les équations (95) et (96), ces valeurs de y, de y et de T 


ces équations deviennent 


E — e k -  — AO. (105), 


mia e = ; 

( DE Lio. (106); 

retranchant l'équation (105) de l'équation (106), multipliée par x, on obtiendra 
4a 

a- =o... (107). 


D'une autre part, l'équation (106) multipliée par m, et réduite, nous donne 
Ga — 2mê m= 0; 
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d’où l'on tire 


En éliminant x entre les équations (107) et (108), on aura PRatine de la dé- 
veloppée. 


Mais avant de faire cette opération, remarquons que pour l'origine où r —0, 


m 

9? 

fig. 47, on a le point B de la développée; on voit ensuite, par l’ équation (108), Fig. 47. 
qu’en donnant des valeurs positives ou négatives à x, Ê augmente à mesure 

que ces valeurs s’accroissent; d’où il résulte que la développée se compose de 

deux branches BC et BD. 


les équations (107) et (108)se réduisent à «—0, p=” 3 en prenant donc AB= - 


168, Pour éliminer x entre les équations (107) et (108), la première, élevée 
au Carré, donne 


1 
d'une autre part, on tire de l'équation (108) 


m \m 
Pr ne 


en élevant au cube les deux membres de cette équation, on trouve 


PIE `m m3, 
MUA A 


égalant ces deux valeurs de af, et divisant par m°, on obtient 
m m\ 1 
g2 B——=) =: 
W 2) 27 
appelons £’ la quantité £ — P et multiplions par 27, cette équation devient 
oral 
M= Me = ne? "i 


————————_—. 


(? H est facile de prouver que les branches BC, BD se tournent leurs convexilés; car en difé- 
ta 


rentiant deux fois de suite l'équation 2° = nz’, ou P'= n523, on trouve 


3 


C a a 2 ua 2 
des — 9" x = -3V& 


valeur négative pour z positif comme pour x négatif, ce qui prouve que chaque branche (ourne sa 
concavilé vers l'axe des x, 
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> 27 A r ; : m 
en faisant TG" =" l’origine est alors transportée en B, puisque F =f — 5 
- 


169. Une osculatrice peut être située de deux manières différentes, à l'égard 
de la courbe avec laquelle elle est en contact : 1° elle peut avoir ses deux 
branches toutes deux au-dessus de la courbe, comme dans la fig. 48, ou toutes 
deux au-dessous, comme dans la fig. 49; alors l'osculatrice ne fera que tou- 
cher la courbe; ? l'osculatrice peut avoir une branche au-dessus de la courbe 
et l'autre au-dessous, comme dans la fig. 50; dans ce cas l’osculatrice coupera 
la courbe au point M. 


170. On va démontrer, fig. 51, que le cercle osculateur coupe la courbe. 
Soient pour une même abscisse v -} h, 
Y l'ordonnée de la courbe, 
Y l’ordonnée de l’osculatrice ; 
on a donc’ 
Y —=#(x +4) pr + Ah -Bie H CR Hete., | (109) 
VF (2h) = Fr AB CH ete., | 
Or, puisque le cercle est une osculatrice du second ordre (art. 148), les trois 
premiers termes de ces développemens seront les mêmes ; donc la différence 
des ordonnées, qui correspondent à +—-h, sera 


(C—C)? -p etc... (110). 


Supposons maintenant que labscisse devienne v— A; il faudra changer k en 
— h dans la différence des ordonnées, qui deviendra 


— (C—C')kè ete... (LH). 


Or, comme le premier terme des suites (110) et (111) peut surpasser la 
somme de tous les autres termes, en prenant À assez petit, il en résulte que la 
différence des ordonnées changera de signe, lorsque l'abscisse, au lieu d’être 


.x—Lh, sera v— h; ainsi, en prenant, fig. 51, PP"=PP'—h, si la différence 


des ordonnées correspondantes à x} est une quantité positive, c’est-à-dire 
si l'ordonnée P’M' de la courbe surpasse P'N’, l'ordonnée P’N’ de l'osculatrice 
surpassera l'ordonnée PM” de la courbe : d'où l'on conelura que l'osculatrice 
est d’un côté au-dessus de la courbe et de l’autre au-dessous, et par consé- 
quent la coupe. 

Ce que nous disons du cercle, qui est une osculatrice du deuxième ordre, 
peut s'appliquer à toute osculatrice d'ordre pair. 


171. Si l'osculatrice était d'un ordre impair, elle toucherait seulement la 
courbe, au lieu de la couper. Cela est évident d'après la démonstration précé- 
dente. 
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172, Voici le théorème que nous avons promis de donner, art. 140, sur les points multiples. Si 
“les courbes qui se réunissent en un de ces points, ont une tangente commune dont l'équation soit 
représentée par y = ax + b, nous changerons Fx en ax +- b, dans la seconde des équations (109), 


ce qui donnera i ou A’ = a, et tous les autres coefficiens de celte équation seront nuls, La 


tangente étant une osculatrice du premier ordre, @x + A égalera Fæ + A'A, ce qui réduira la dif- 
férence des équations (109) à Y—Y’ = BÆ + CA: + etc. 
Cette différence des ordonnées devant avoir une valeur double, QM et QM’ (fig. 52), il faut que Fig. 52. 
l’un des coefficiens différentiels qui sont représentés par B, C, etc., ait deux valeurs. Soit 
dox > , 
Le ce coefficient ; si l'on prend les différentielles successives de l'équation Pdx + Qdy = 0, nous 


avons vu, art. 145, qu'à chaque différentialion le terme Q reste toujours facteur de la différentielle 
de l’ordre le plus élevé de y ; de sorte que la différentielle de l’ordre z de la fonction proposée 


d'y 
pourra être représentée par 077 AE K=—=0, et puisque = doit avoir deux valeurs, on prouvera, 


comme dans l’art. 139, que Q est nul. Cette valeur de Q réduira celle de P à zéro; d'où il suit que 


: dy P dy 0 
l'é pa ——=-, 
qualion = donnera D 


Application du théorème de Taylor au développement des fonctions 
de deux variables qui reçoivent des accroissemens. 


173. Lorsque dans une fonction «, de deux variables indépendantes x et y, 
on change v en zh, et yen y-k, le théorème de Taylor peut nous donner 
le développement de cette fonction. En effet, si l'on substitue d’abord à x la 
valeur v- h, on aura 


duh , du h 
f(x+h, p=u + NAS + gr gg + ete. (112); 
h étant en évidence dans ce développement, y ne peut être contenu que dans 


les fonctions u, es rat a , etc. Changeant donc y en y 4-k dans ces fonc- 


tions, nous remplacerons, dans l'équation (112), 


u par uw + de k- y 3 +- A E peoi 
NE T, y v Tp D z p 
DR ET I T a+ Fr x LS 
d'u A dE d Tp 

de Ge + a de 28 tt 
etki, etc. D etes; etc. ; 
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et formant autant de lignes qu'il y a de termes dans l'équation (112),gous 
obtiendrons 
du Puk’ 


S =y- re 
fe- h, y+) u- Fa dy” 3 tete. 
du 


‘dr 
AS FRA ec Vs (118). 


d'u h’ 
AE rA g tete. 


—-etc. 


174. Si l’on eût fait les substitutions dans un ordre inverse, on aurait 
d’abord trouvé, en changeant y en y- k, 
du duk UT 
UT RE OR "EE Du” | < Sins 
et en mettant ensuite dans chaque terme v-}- A} à la place de x, on serait par- 
venu à ce développement 


h du du h’ A 
fy +k a tih)=ut t Ep a tete. \ 
du 
du ‘dy 
HA Hete. es (114). 
du $° 
va gt etc. 
etc. 


L'ordre dans lequel nous avons fait ces substitutions étant arbitraire, puisque 
devant mettre v-}- h partout où entre v, et y-# partout où entre y, ces opé- 
rations ne peuvent influer l’une sur l’autre ; il en résulte que les deux déve- 
loppemens 113 et 114 doivent être identiques, et que, par conséquent, les 
termes affectés des mêmes produits de À et de Æ ont les mêmes valeurs. 
Si nous égalons donc entre eux les termes qui sont multipliés par 4k, nous 
obtiendrons 


d du du 
LT GR EL 2e 
dy dx”? PA dedy — dydr 


Cette équation nous apprend que pour prendre la différentielle seconde du 
produit de deux variables, l'ordre des différentiations est arbitraire. On prou- 
verait la méme chose pour les coefficiens différentiels des ordres supérieurs, 
en égalant entre eux les coefliciens différentiels des autres termes des équa- 
tions (113) et (114). 
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Li Des maxima et minima dans les fonctions de deux variables. 


175. Nous venons de voir, art. 173, que si, dansune fonction de deux variables indépendantes x 
et y, on remplaçait æ par x + A, et y par > + k, le développement de f(x + 4,7 + K) serait 
donné par l'équation (115). Si dans cette équation nous représentons f(x -+ A, y + k) par U, k par 


du 
h,et TE a nous aurons 
mh, i par ENTA 
du du 1,, [du d'u a) s 
U=u th (Fmt) ta (i m + 2 iai "+ ge) + termes en t, 


en hí, etc... (115). 


Pour que u soit un maximum ou un minimum, il faut que, quelque valeur que l'on attribue aux 
accroissemens & et X, U soit toujours plus grand que « ou toujours plus petit ; or, cela n’est possi- 


d 
ble qu’autant que le termea( g m + Le ) est nul; car si cela n’était pas, ce terme, art. 91, pou- 


vant être rendu plus grand que la somme algébrique de tous ceux qui le suivent, moyennant une 
valeur convenable de A, en prenant successivement cette valeur négative et positive, on rendrait, 
dans l’un des cas, U plus grand, et dans l’autre moindre que u ; ainsi, pour que cette fonction w 
soit un maximum ou un minimum, il faut que l’on ait 


du du 
(raies 
ou plutôt 
du du 
"Ta 


L'accroissement X étant arbitraire, ilen doit être de même de m; par conséquent cette équation a 
lieu quel que soit m, ce qui exige qu'elle se partage en celles-ci : 


du du 
ee D = = 0, 


d T> d 


176. Examinons maintenant ce quì distingue le maximum du minimum. Pour cet effet, remar- 
quons que puisque le terme en %4 est nul, c’est le terme en 4? qui doit décider du signe dela somme 
algébrique de tous ceux qui suivent « ; il faut donc que le terme en 4°, s'il n’est pas nul, ne puisse, 
par des valeurs de % et de k, se déterminer tantôt positivement, tantôt négativement, autrement 
U pourrait être, dans un cas, plus petit, et dans un autre plus grand que «; ainsi, nous allons 
chercher la condition qui doit avoir lieu pour que le terme en X? conserve toujours le même signe, 
quelles que soient les valeurs qu'on donne à % et à K. Dans cette vue, représentons le terme en %* 
de l'équation (115) par 


1 
EL (Am? + 2Bm +-C); 
mettant A en facteur commun, ce terme deviendra 
1 B c 
3 A ( me + 2m +E). (116); 


z : z : p P + 
ajoutons sous la parenthèse la quantité identiquement nulle 5 — a Texpression (146) pourra 


s'écrire ainsi : 


ie. B\ G E 
aae [(m+ i) tE p] (am; 
ÉLÉMENS DE CALCUL DIFFÉRENTIEL, 15 
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et l'on voit qu'elle sera toujours du signe de A si, C et A étant de mêmes signes, l’on a $> + 


c’est-à-dire AC>B? ; car alors la quantité, qui est multipliée par $ Ah’, sera essentiellement po- 


sitive, et le signe de l'expression (117) dépendra de celui de A; de sorte qu'on aura un maximum 


où un minimum, suivant que A sera négatif ou positif, c’est-à-dire suivant le signe de p , qui 


d’ 
est le même que celui de Ia parce qu'on a vu que Cet A étaient supposés être de mêmes signes. 


De la transformation des coordonnées rectangulaires en coordonnées 
polaires. 


rig.55. 177. Considérons une courbe BDC, fig. 53, dans laquelle on a déterminé de 
position un point M, à l'aide des coordonnées rectangulaires AP—x et 
PM =y; ce point peut être également déterminé si l'on donne l'angle MAC et 
le rayon vecteur AM ; mais comme on mesure ordinairement les angles par 
les ares, nous remplacerons l'angle MAC par l'arc mo, décrit avec un rayon 
pris pour unité ; ainsi, en nommant £ cet arc mo, et u le rayon vecteur AM, 
nous pouvons substituer le système des coordonnées polaires t et u à celui des 
cuordonnées rectangulaires AP = x et PM =y. 


178. Il est à observer que l’origine des abscisses polaires est quelquefois 
placée ailleurs qu’en o; car le point M est également déterminé, lorsque 
ayant pris un point o' pour origine, on donne l'arc o'm et le rayon vecteur AM. 
Dans ce cas, nous pouvons représenter o'm par t, et alors toutes les abscisses 
comptées de l’origine o différeront des abscisses comptées de l'origine 0’, d’une 
quantité constante 00’ ; et il y aura entre elles la relation suivante : 


t=ť — 00". 
Comme, au moyen de cette relation, on peut toujours changer l'origine de 
la manière qui nous convient, nous supposerons, pour plus de simplicité, l'ori- 


gine en o. 


179. Représentons maintenant par F(x, y)—0, l'équation dans laquelle 
nous voulons changer les coordonnées rectangulaires AP—x et PM=y en 
coordonnées polaires om—t et AM =u, et cherchons les relations qui existent 
entre ces coordonnées; nous avons évidemment 

AP—AM cos MAP, PM=AM sin MAP, 
ou 


=u COS É, y= u sin t... (118). 
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il suffirait donc de substituer ces valeurs dans l'équation représentée 


par F(x, y) — 0, pour obtenir celle qui serait rapportée à des coordonnées 
polaires, 


180. Si l'origine des coordonnées rectangulaires + et y n’est pas au centre 
A de la courbe, fig. 54, soient x’, y’, les coordonnées comptées de l'origine A’, Fig. 
et aet b les coordonnées comptées du centre A, on aura 


AP=A'Q— A'B, MP—MQ—AB, 


ou . 
t= xv — a, y=y —b, 


valeurs qu’on substituera dans les formules précédentes. 


De la transformation des coordonnées polaires en coordonnées rec- 
tangulaires, et détermination de l'expression différentielle de l'arc 
dans une courbe polaire. 


181. L'équation rapportée à des coordonnées polaires étant représentée par 


F(£, u}= o0, on voit d’abord, fig. 53, qu’on peut remplacer u par sa valeur tirée Fig. 
de l'équation 


AM? =A PPMP, 


ou 


w= y... (119). 


A l'égard de ż, les équations (118), divisées l’une par l’autre, nous don- 
neront 


d’où l'on tire 
y 
t=arc | tang = * |, 


Cette valeur de £ et celle de w étant substituées dans l'équation représentée 
par F(t, u)—0, on obtient 


r [are (tang =), V EFF =o.. ( (120). 


C'est ainsi qu’on parvient à une équation en v et en y, et affectée d’une quan- 
tité transcendante. 


182. On peut aussi obtenir entre v et ÿ une équation qui ne contiendra 


point la transcendante arc (tng = = 2): mais qui renfermera des différentielles. 
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Pour cela, on différentiera l'équation qui est représentée par la formule 120, 
ou, comme cela se pratique, on emploiera le moyen suivant pour arriver à ce 
but. Représentons toujours par F (u, t) =o l'équation qu'il s’agit de transfor- 
mer en une fonction des coordonnées rectangulaires æ et y; nous venons de 
voir, art. 181, que la valeur de w pouvait s'exprimer en x et en y, sans trans- 
cendante, mais qu'il n’en était pas de même de ż; c'est pourquoi nous eher- 
cherons d’abord à éliminer £ entre F (t, u) — 0, et la différentielle de cette 
équation, que nous représenterons par F (4, u, dé, du) = o : à la vérité, nous 
introduirons dans le résultat de l'élimination, les différentielles dé et du ; mais 
ces différentielles pourront s'exprimer en fonction des variables x, y, dx et dy. 
En effet, les équations (118) nous donnent 


cost=2, sint—7.…., (121). 
u u 


Divisant l’une de ces équations par l’autre, on obtient 


siné y 
— ou tang {—"; 
cost 5 æ 
différentiant, il vient 
dt _ edy —ydr, 
cost mot 
1 ay Le ; : 
remplaçant gogg Par sa valeur tirée de la première des équations (121), etsup- 


primant le diviseur commun +’, on trouve 
wdt= +dy— ydy, 
et par conséquent 
PE ou cs N: L T P 
w’ 

et en mettant pour w sa valeur, cette équation devient 
gdy — ydx 

mp 

La différentielle de l'autre variable se trouve encore plus facilement; car 
l'équation (119) nous donne 


u=Y 2 +; 
cette équation étant différentiée, nous avons 
ædx + ydy; 
FA dm + à 
V ay 
au moyen de ces valeurs de dé, de du et de u, on changera l'équation obtenue 
par l'élimination de ż, en une autre qui ne contiendra plus que x, y, dr et dy, 


et qui par conséquent se ra a aux coordonnées rectangulaires. 


pit 


dt 
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183. On a vu, art. 161, que la différentielle d’un arc z rapporté aux coor- 
données rectangulaires, avait pour expression 


= dr dy... (123). 
On peut se proposer de déterminer la différentielle du même are, lorsque les 


coordonnées sont polaires; dans ce cas, on substituera dans l'équation (123) les 
valeurs de dx et de dy, tirées des équations 


æ—ucost, et y—tuisin É 
et l’on trouvera, en différentiant ces équations, 


dr —— u sin tdt- cos tdu, 
dy=  ucostdt—sintdu. 


Elevant ces équations au carré, et réduisant à laide de la formule 
sint— co? t= l, 
on obtiendra 


s= V4 wdi Fdw. 


Telle est la différentielle de larc en fonction des coordonnées polaires. 


Des sous-tangentes, sous-normales, normales et tangentes aux 
courbes polaires. 


184. On sait que dans les courbes à coordonnées rectangulaires, la sous- 
tangente P£, fig. 55, est toujours comprise entre le pied P de l'ordonnée et le Fig. 55. 
point ż, où une perpendiculaire Aż à cette ordonnée vient rencontrer la tan- 
gente ; conservant la même définition pour les courbes polaires, où l’ordonnée 
n'est plus PM, mais le rayon vecteur AM, la sous-tangente sera alors la per- 
pendiculaire AT, comprise depuis le point A jusqu’à la rencontre T de la tan- 
gente. La sous-tangente a donc une position différente dans les courbes polaires 
que dans les courbes qui ne le sont pas ; car dans les unes la sous-tangente est 
toujours comptée sur l’axe des abscisses, tandis que dans les courbes polaires, 
où cet axe n’exisle pas, la sous-tangente varie de position à chaque point de 
la courbe. 


185. Déterminons maintenant l'expression analytique de la sous-tangente 
dans les courbes polaires. Pour cet effet, soient AM et AM’, fig. 56, deux rayons Fig. 56. 
vecteurs, et du point M menons la perpendiculaire MP sur le rayon vecteur 
AM’, et, à cette perpendiculaire, menons la parallèle AT ; les triangles sem- 
blables ATM’, PMM’, nous donneront la proportion 


PM! : PM :: AM’: AT; 
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d'où l'on tire 

__AM'XPM. 

Te CAT | 

et en observant que PM’ est un côté du triangle rectangle PMM’, cette valeur 
de AT devient 


AT 


sr AN XP 
MM” — PM: 
Dans le cas de la limite, AM’ est égal à AM, c’est-à-dire à u, PM se confond 
avec l'arc MN, la corde MM! avec l'arc MM’, et AT devient la sous-tangente. Il 
ne s’agit donc plus que d’avoir, pour le cas de la limite, les expressions M'M 
et MN; la première de ces expressions n’est alors que la différentielle de l'arc 
de courbe; donc, art. 183, 
MM' =y wdr du’; 
à l'égard de MN, les secteurs ARR’ et AMN nous donnent la proportion 
AR : RR’ :: AM : MN, 
ou 3 
L:RR':: ga MN; 
donc MN =u. RR’, quantité qui, dans le cas de la limite, se réduit à udt. Met- 
tant ces valeurs de MN et de M'M dans celle de AT, après qu'on y aura changé 
AM’ en «u, et PM en MN, et réduisant, nous trouverons 


Telle est l'expression de la sous-tangente. 


186. Pour déterminer la sous-normale, nous observerons que la normale SM 
étant perpendiculaire à la tangente, l'ordonnée AM, fig. 55, doit être moyenne 
proportionnelle entre la sous-tangente et la sous-normale; par conséquent 
nous avons 

AT : AM :: AM : sous-normale, 
ou 
wdt 
du ` 


u :: u : sous-normale; 
donc 


du 
sous-normale = —. 
dt 


A l'égard de la normale et de la tangente, les triangles rectangles MAS, MAT 
donnent 


MS—y MA AS» MT—y MA FAT. 
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Substituant dans ces équations les valeurs de MA, de AS et de AT, nous trou- 


verons 
normale = -yeti PEL ; 


187. Pour trouver l'expression analytique du secteur dans les courbes po- 


HT n 


laires, le triangle AMM, fig. 56, nous donne ) ; Fig. 56. 
aire AM'M RER 


dans le cas de la limite, l’aire du triangle AM'M, fig. 56, devient celle d’un Fig. 56. . 
secteur élémentaire, la perpendiculaire PM peut être remplacée par l'arc MN, 
que nous avons trouvé égal à wd£, et AM’ se réduit à u. Substituant ces valeurs 
dans l'équation précédente, nous trouverons 

wdt 

5 

On peut aussi exprimer le secteur élémentaire en fonction des coordonnées 
rectangulaires; car en mettant dans cette équation les valeurs de v et de dż, 
données par les équations (119) et (122), elle devient 


aire du secteur élémentaire = 


ady — ydx 
DE . 


aire du secteur élémentaire — 


De la détermination de l'expression du rayon de courbure dans une courbe 
polaire. 


188. Nous avons donné, art. 151, l'expression du rayon de courbure, rapportée à des coordon- 
nées rectangulaires; en nous réservant la faculté d'affecter cette expression du signe qui rendra y 
positif, nous l’écrirons ainsi : 


Gr 


Pour avoir cette valeur de y exprimée en fonction des coordonnées polaires, il ne s'agit que 
d'éliminer les coefficiens différentiels qui entrent dans cette expression, au moyen des équations 
suivantes : 


Z—=U COS £, y=u sin tt; 
différentions ces équations, et divisons ensuite les résultats l’un par l’autre, nous obticndrons 


dy _ du sin i- u cos tat, 
dx du cos ¿— u sin de” 


représentons par #2 et par n les deux termes de cette fraction, nous aurons 
m = du sin ? + u costdi 
n=du cos t— usin tdt 


j- (125); 
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et par conséquent 


aym 
d= pe" 0%, 
ou 
ares. m 
a — n° 


Au moyen de cette équation on trouve, pour le numérateur de la valeur de y, 
Dh = + eyi, 
( t+ dz’ (== n? 
élevant chaque terme de la fraction qui forme le 2e membre de cette équation, à la puissance et 


5 
observant que la puissance z de n? est n?, on a 


4 14% A tmtm a (127); 


différentiant ensuite l'équation (126), nous trouverons 
dr _ ndm — mdn 
i dm n° 5 
divisant le premier membre de cette équation par dx et le second par n, qui équivaut à dx, nous 
aurons 
dy  ndm—mdn 
ame Pr ses (128). 


Au moyen des valeurs données par les équations (127) et (198), l'équation (124) devient 
3 
= “08 + m mp. 


= ndm—man" «(129 


Il ne s'agit plus que de transformer cette équation en une fonction de £et de u. Pour cet effet, on 
déterminera d'abord la valeur de 7°+»?, en ajoutant les carrés des équations (125) ; eten réduisant 


à mesure, au moyen de l'équation sin ? {+ cos? {—1, on trouvera 
w + m = du? + wdi... (150). 
A l'égard du dénominateur de l'équation (129), nous différentierons successivement les équa- 


tions (125) en traitant d£ comme constant; et multipliant respectivement les résultats par n et par 
m, nous trouverons 


ndm= ndu sin t+ 2nducosidt— nu sin tdt’, 
mdn = md’u cos t — 2mdu sin tdt —mu cos tdt’; 
la seconde équation étant retranchée de la première, nous trouverons 


ndm — mdn = du (n sin t— mcos t) 
+2dudt(n cos {+ m sin £) $... (151); 
— udt (n sin ¿— mcos t) 


multipliant la seconde des équations (125) par sin £ et la première par cos £, les retranchant l'une 
de l’autre, etréduisant au moyen de la relation sin? £ + cos ?{—1, nous obtiendrons 


n sin {—m cos t= — udt. 
Opérant d'une manière analogue pour former la valeur de 7 cos t 4m sin t, nous trouverons 
n cos {+ m sin t= du. 
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Substituant ces valeurs dans l'équation (131), cette équation deviendra 

ndm — màn = — ud'udt + 22dw’d? + wadl.... (132), 
Au moyen des valeurs que nous venons de déterminer, les équations (130) et (132) changeront 
Péquation (129) en 


3 
(du? pwdr 


2 ahedt=ududt+ do" (55) 


Des courbes transcendantes. 


189. On appelle ainsi les courbes qui contiennent des quantités transcen- 
dantes ou des coefficiens différentiels, et en général, les courbes dont on ne 
peut exprimer les équations par un nombre fini de termes algébriques. Nous 
ferons connaître quelques-unes des plus remarquables de ces courbes. 


De la spirale d Archimède ou de Conon. 


190. Voici la génération de cette courbe : tandis que le rayon AB, fig. 57, Fjg. 57. 
décrit une révolution, un point A se transporte du centre A à l'extrémité B de 
ce râÿon, et se meut d’un mouvement uniforme, de telle manière que le point 
mobile qui était en À au commencement de la rotation de AB, se trouve en B 
lorsque AB a décrit une révolution entière autour du centre A. Le point mo- 
bile décrit dans ce moment la spirale d’Archimède. 

Soient AB—a, arc BN =ż, AM =u; on a donc, d’après la définition précé- 
dente, 

AM : AN :: arc NB : BCDB, 


ou 


d'où l'on tire 


Cette courbe, comme on le voit, n’a pas ses coordonnées rectangulaires, 
Lorsque AB a décrit une révolution entière, l'arc NB équivaut à la circonfé- 
rence; donc alors t= 2za, ce qui change l'équation précédente en 


u m ou u= 
2x ? | 
Si le point A continue à se mouvoir toujours uniformément, le rayon AB 
décrira une seconde révolution autour du centre A ; et si l’on prend BB —BA, 
le point mobile arrivera en B au bout de cette seconde révolution ; alors ¢ sera 
égal à 4ra, ce qui donnera u= 24; ainsi de suite, 
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De la spirale logarithmique. 


191. La spirale logarithmique est une courbe polaire dans laquelle l'angle 
AMT, fig. 58, formé par le rayon vecteur AM, avec la tangente MT à la courbe, 
est constant. Ainsi, en nommant a la tangente trigonométrique de l’angle AMT, 
nous avons donc 

tang AMT—a;, 
or, le triangle TMA, rectangle A, nous donne 
1 : tang AMT :: AM : AT; 


donc 
> AT 
tang AMT = AM’ 
` e , wdt 
Remplaçant le rayon vecteur AM par v, et AT par l'expression ag ‘que nous 


avons trouvée, art. 185, pour la sous-tangente d’une courbe polaire, nous 
aurons 


tang AMT, où =; 


d’où nous tirerons 
CU ar. (134) ; 
et en intégrant, nous trouverons 
a log u =t -} constante. 
Soit e la base du système Népérien; si l'on regarde a comme le logarithme 
de é, dans un certain système de tables, on pourra remplacer a par Le, et alors 


Le log u représentera le logarithme de w dans ce système (*); de sorte que nous 
aurons 


Lu =t -+ constante. 


192. On peut construire la spirale logarithmique par points de la manière 
suivante : ayant partagé la circonférence 00/0”, fig. 59, en parties égales, on 
mènera des rayons aux points de division, et sur ces rayons On prendra les 


(*) Pour le démontrer, soit e la base du système Néptrien; nous aurons t =el09-u ; prenant 
les logarithmes dans le système des tables indiqué par L, nous aurons 


Lu = L(e/09-4)— Jog u Le. 
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parties Am, Am’, Am”, Am”, etc., qui soient en progression géométrique ; les 
points m, m’, m”, m”, m'*, etc., appartiendront à une spirale logarithmique. 
En effet, en supposant que les parties mm’, m'm”, m'm”, etc., aient très peu 
d'étendue, on pourra les regarder comme des lignes droités, et alors il sera 
> 5 2 
facile de prouver que les triangles Amm’, Amm", Am”m”, etc., sont sembla- 
5 7 , , 
bles ; en effet, les angles en A sont égaux par construction, et les angles 
; FA > 
mw A, m'm”A, mm” A, etc., le sont par la propriété principale de la courbe; 
nous avons donce cette suite de proportions : 
Ama: Am :: Am : Am", 
Ah : Am” :: Am": Am”, 
étc., eic., éte., 
ce qui nous montre que les ordonnées Am, Am’, Am”, Am”, etc., sont en pro- 
gression géométrique. 
195. Dans la spirale logarithmique, la normale est égale au rayon de courbure. En efèt, l'ex- 
pression de ce rayon, dans une courbe polaire, étant, art.188, 


3 
7 (du? + wat) 
1 durdi udud + wdi” 
il faudra, dans cette formule, mettre les valeurs de du et de d’x tirées de l'équation de la spirale 
logarithmique ; or, l'équation (154) nous donne 
udt du udt’ 
du = d'u = = d=—; 


substituant ces valeurs dans celles de y, nous obtiendrons 


3 
u? 
DE 
er: u’ Pat u’ = 
A = Sry = mr 
p 4u 
a 


L'une autre part, si dans Pexpression de la normale, qui est, art. 186, 


du’ 
Vrti 


x du’ u’ 5 
nous substiluons la valeur de PTS nous trouverons de même VE +w’, ce qui prouve que 


la normale est égale, dans celte courbe, à son rayon de courbure; et comme d'ailleurs il est dirigé 
suivant cette normale, art. 157, il en résulle que ces lignes se confondent. 


194. Cette propriété va nous servir à démontrer que la développée de la spirale logarithmique 
est une autre spirale logarithmique, Pour cet effet, le point N de la normale étant considéré comme 
appartenant au rayon de courbure, et se trouvant à son extrémité, est sur la développée. Soient 


t et w les coordonnées de ce point N, fig. 60, il sera facile de les déterminer en fonction des coor- Fig. 


données Z et u du point M de la courbe ; car soit 00’ un arc de cercle décrit avec un rayon égal à 

l'unité; les abscisses des points M et N différeront entre elles de cet arc, qui, à cause que l'angle 

MAN cst droit, sera égal au quart de la circonférence ; si en adoptant la notation usitée, nous repré- 
La 


sentons par 3 le quart de la circonférence décrite avec l'unité pour rayon, nous aurons 


d=i+ = équation qui, étant différentiée, nous donnera di= dë. 
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D'une autre part, l'ordonnée polaire w’ du point N de la développée étant égale à la sous-normale 
d 
a de la spirale logarithmique, nous changerons - agen w’, dans l'équation de cette courbe, et nous 


trouverons v = au’, et par conséquent du —adw’. Substituant ces valeurs de dé, de du et de w 
dans l'équation (154) de la spirale logarithmique, nous trouverons 


(4 
aF LA 


équation qui, étant de même forme que la précédente, nous apprend que la spirale logarithmique 
a pour développée une autre spirale logarithmique. 


De la spirale hyperbolique et des spirales comprises dans l'équation 
u— af". 


195. La propriété de la spirale hyperbolique est d'avoir une sous-tangente 
constante. Si nous représentons cette sous-tangente par a, nous en égalerons 
la valeur à celle de la sous-tangente (art. 185) d'une courbe polaire, et nous 
aurons, pour l'équation de la spirale hyperbolique, 


uw? u a 
du 4 
nous prenons la constante a négative, parce qu’alors on a 
du dt 
à 
équation qui étant intégrée donne 
AS 
cc C: 
u T i 
# 
et en remplaçant la quantité indéterminée C par une autre quantité —,nous 
a 
aurons 
Le Tr TN c; 
E an 


prenant l'origine des ż de manière que l’abscisse 4 C soit égale à une nou- 
velle abscisse 4, l'équation précédente deviendra 


ou plutôt 
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ce qui montre que lorsque t —0, u=% ; d'où il suit que le rayon vecteur, 
qui répond au point où { devient nul, est une asymptote à la courbe. 


w. a s 
196. L'équation u=; nous montre encore que le rayon vecteur est en raison 
inverse de l’abscisse. Si nous faisons successivement t= 27, t= 4z, t—6, etc., 
> ; CR : 
nous aurons pour # cette suite de valeurs, ar 7 grete ce qui nousapprend 
#x U7 


qu’au bout de deux révolutions le rayon vecteur est réduit à moitié de ce qu'il 
était à la fin de la première, qu'au boût de trois révolutions il est réduit au 
tiers, et ainsi de suite. 


197. L'équation de la spirale hyperbolique et celle de la spirale de Conon, 


2 3 : ; l 
sont des cas particuliers de l'équation u=—ał" ; car en faisant n = 1, et a = —, 
q ? à 2x 


on obtient la première, et en faisant n = — 1, on obtient la seconde. Parmi 
les spirales déterminées par cette équation, on distingue la spirale paraboli- 
que, qu'on trouve en faisant n —2. 


De la logarithmique. 


198. La logarithmique est une courbe à coordonnées rectangulaires, dans 
laquelle l'abscisse est le logarithme de l’ordonnée ; l'équation de cette courbe 
est donc 


æ=logy, 
d'où l'on tire 
ymo; 
et par conséquent 
jA 
D A log a. 


199. Pour discuter cette équation, faisons v=o ; nous trouverons y= l; si 
lon donne ensuite des valeurs croissantes et positives à v, y ira toujours en 
croissant; mais si l’on donne à v une valeur négative — œ, on trouvera 


1 ; EET i 
y; ot l’on voit que l’ordonnée diminuera d'autant plus qu’on s'écar- 


tera de l’origine, dans le sens des abscisses négatives, et qu'enfin la courbe ne 

pourrait atteindre le prolongement de l'axe des # qu'à l'infini, cas où l’équa- 
; 1 x , l “sp 

tion y qu deviendrait y= —0; d’où l'on peut conclure que le prolon- 


gement de l'axe des v est une asymptote à la courbe, 
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200. Si, à partir de l'origine, on prend des abscisses égales, fig. 61, 
AP= u, AP'—— u, on trouvera 


PM—=a", P'M— $ donc PM X PM'=1. 


201. La propriété la plus remarquable de cette courbe est que la sous-tan- 
gente a une valeur constante. En effet, l'équation de la logarithmique étant dif- 
dy ads 1 ydr 


S Y 
férentiée, nous donne ~+ =q” log a, d’où nous tirons —— = ——, ou 
è dx «er dy loga dy 


1 ; 3 3 
re Or, le premier membre de cette équation exprime la sous-tangente de 


la courbe, art. 71 ; donc cette sous-tangente est constante. 


De la cycloïde. 


202. La cycloïde est une courbe qui est décrite par le mouvement d’un 
point M, fig. 62, situé sur la circonférence d'un cercle qui roule sur une 
droite RC. Il est certain que dans ce mouvement de R en C, tous les points 
de larc RM viendront successivement s'appliquer sur la droite RA, jusqu'à ce 
que M, à son tour, s'y applique en A; par conséquent l'arc RM sera égal à la 
droite RA. 

Tous les points par lesquels passe le point M, dans ce mouvement, étant, 
par hypothèse, sur la cycloïde, le point A sera aussi sur cette courbe. Prenons- 
le pour origine des abscisses, et abaissons la perpendiculaire ME sur le dia- 
mètre BR, et faisons AP =z, PM =y, BR= 2a, arc MR = z, ME = v; nous 
aurons 

AP = AR — PR, 
ou 


æ =arc MR — ME, 
ou 


u 


g= s — tü... (135). 


Nous chercherons d’abord à éliminer l'arc z de la manière suivante : nous 
différentierons l'équation précédente, ce qui nous donnera 
dr —ds— du... (136). 
Pour avoir la valeur de dz en fonction de u, nous observerons qu'entre u et = 
nous avons la relation 


u== sin z. 
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Cette équation étant différentiée, art: 44, on trouve 


du= ds °° 

ns EU. 
a 

d’où l’on tire 

adu, 

cos z’ 


Il faut remplacer, dans cette équation, la valeur de cos z par celle que nous 
donne l'équation 
sin? 3 cos’ z=’, 
ou plutôt 
uw’ cos’ z=a 
et l'on obtient 


adu 


dz = ——, 
a? —w 


Substituant cette valeur dans l'équation (136), il vient ; 


Sa a on 
Poe u’ 
Il ne s’agit plus que d'exprimer « en fonction de y. Pour cet effet, soit O le Fig. 62. 
centre du cercle générateur BMR, fig. 62, nous avons 


0E—,/MO* — ME’, 


dr = — 


ou 
a—y= y P =w. (138). 
Élevant cette équation au carré, et réduisant, on en tire 
u= 2ay— y... (139), 
et en différentiant, 


Les- équations (138) et (140) transforment l'équation (137) en 


du— (140). 


réduisant, on trouve, 
ly 
de=— 11... (141); 
V 2ay— ÿ ( ); 
telle est l'équation de la cycloïde. 
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203. On obtient encore l'équation de la cycloïde en fonction de l'arc, ainsi 
qu'il suit : l'équation #—sin z donne 


s—=arc Sin ="); 


mettant pour w sa valeur tirée de l'équation (139), on a 
—arc (sin=/2ay — 4’); 
cette valeur et celle de v étant substitućes dans l'équation (135), on a 


æ=—=arc (in=/2ay — y’) = /2ay — y’ (9. (142). 


204. Pour discuter cette équation, on va prouver d’abord que y ne peut être 
négatif, ni plus grand que 2a. En effet, si l’on fait y= — y', l'expression arc 


(sin = V4 2ay—y°) devient arc (sin= y — 2ay —y*), valeur imaginaire, En 
second lieu, si lon fait y=2a-}3, l'expression arc (sin — |y 2ay— y°) devient 


arc (sin=|/ — 2a ——%) valeur imaginaire; done, si à une distance EF—2a 
de l'axe des x, on mène, fig. 63, AB parallèle à CD, la courbe sera comprise 
entre les parallèles CD et AB. 

La plus grande valeur que puisse avoir y est 2a; car si l’on fait rouler le 
cercle générateur de A en C, fig. 64, le point M, qui était d'abord en A, s'élè- 
vera successivement jusqu’à ce qu’il arrive en B, à l'extrémité du diamètre BD; 
alors l’abscisse AD sera égale à DEB, c’est-à-dire à la demi-circonférence du 
cercle générateur. 

Ce résultat est conforme à celui qui nous est donné par l'équation (142), 
puisque si l’on fait y—24, on trouve x =arc (sin—0); or, l'arc dont le sinus 
est nul doit être l’un des suivans : 0, DEB, 2DEB, 3DEB, etc., et l’on voit que, 
dans le cas présent, cet arc est DEB. 

Le point M, parvenu en B, ayant donc décrit larc AB, de cycloïde, si ce 
point continue à se mouvoir, il décrira un second arc BC, semblable au pre- 
mier; enfin, si le cercle générateur continue toujours à rouler sur l'axe des 
abscisses, le point M engendrera une suite indéfinie d'arcs de cycloïde CB'C”, 


(Č) Le sinus ici correspond au rayon a; celuf des tables, ayant l'unité pour rayon, est le qua- 
trième terme de cette proportion, 
TRE 7. 


a:1 n Var: 


par conséquent on aura pour l'équation de la cycloïde dans laquelle le rayon des tables est pris 


pour unité, 
V2 = ) Lee 
a 


T= «a arc (sin = Vay -J^ 
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fig. 65, C”B”C™”, ete. Le cercle générateur pouvant aussi se mouvoir dans le Fig. 65: 
sens de A vers A”, le point M décrira encore une suite indéfinie d'arcs AB'\’, 
A'B"A", etc. 

C’est l’assemblage de tous ces arcs qui, dans le sens le plus général, consti- 


tue la cycloïde. 


205. La normale au point M, dont les coordonnées sont x et y, fig. 66, est pig, 66. 
déterminée, art, 70, par cette formule 


normale irti ; 


UEF _ 3 : 
si nous y mettons la valeur de mA tirée de l'équation de la cycloïde, nous trou- 
verons 
ms Ti aii E, 2ay. 

Pour construire cette valeur, menons la corde MD, fig. 66, nous aurons Fig. 66. 

DE : MD :: MD : DB, 
ou 

y : MD :: MD : 2a; 

done 


la corde MD—y/ 2ay; 


et comme, par la propriété du cercle, l'angle BMD est droit, la corde MB sera 
perpendiculaire à l'extrémité de la normale MD ; donc la corde MB prolongée 
est tangente au point M de la cycloïde ; car on sait que la tangente et la nor- 
male forment entre elles un angle droit. 


On pourrait donc construire la tangente au point M, en décrivant le demi- 
cercle générateur BMD, et en prolongeant la corde BM ; mais pour n'avoir pas 
à construire de cercle générateur à chaque point de la courbe, il suffira de 
construire le demi-cercle générateur avec la plus grande ordonnée BD, fig. 67, Fig. 67. 
de la eycloïde; et ayant mené par le point donné M, la perpendiculaire ME 
sur BD, on tracera la corde BC ; alors la parallèle MT à cette corde sera la tan- 
gente demandée : c'est une suite de ce qui précède, 


206. Pour avoir l'expression du rayon de courbure de la eyeloïde, il faut, 
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d’y 


de l'équation de cette courbe, déduire les valeurs ds T Set de Jar due nous 


substituerons dans l'expression du rayon de courbure, art. 152, 


et dans laquelle nous adoptons le signe négatif, parce que nous savons que la 
courbe tourne sa concavité vers laxe des x. L'équation de la cycloïde nous 


donne d’abord 


Kæ V == a148): 
y y 
d'y dy s 
Pour obtenir 7, faisons gs f> nous gnrons donc aussi 
y 2ay — y’ 2a l 
y Pre 
et en différentiant, art. 21, nous trouverons 
2a 
Fa ady 


—— — L] 


.. DENA … 
dy Yÿ/ 2ay—y 
multipliant cette équation par l'équation (143), nous obtiendrons, art. 26, 


donc 


et en faisant passer y au numérateur, 


=% a y7 —2,% a y7 =y 2ay; 
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donc le rayon de courbure MM’, fig. 68, de la cycloïde, est double de la nor- Fig. 68. 
male MR. 


207. On obtiendra l'équation de la développée en substituant les valeurs de 


dy d'y g : 
E et de Ta dans les formules, art. 151, 
dy’ 
1 VAS 
nn dl CT 
+ À 
dx 
dy°\ dy 
3 Ma à dy 
TV dy — (9 — 3%; 
dx’ 
et l'on trouvera 
2a 
y = À =y, v— a= 2y 2ay— y’; 
y 
done 
ê= — y, «=r-42y 2ay—y’, 
ou, fig. 69, Fig. 69. 


QM'—MP, x«—AP-2ME ; 
et en observant que AP L ME = AR = arc MR, la dernière équation peut 
s'écrire ainsi : 

« = arc MR ME... (144). 


Prolongeons BR, et prenons RL = BR— 2a, et sur RL déerivons la demi-cir- 
conférence RM’L; cette demi-circonférence passera par le point M’, à cause 
des cordes égales M'R et MR, et l'on aura 


arcMR —=arcMR et ME= M'E; 
substituant ces valeurs dans l'équation (144), on trouvera 
æ—=arcMR-M'E'; 
done 
a =arc MR p 2af — PF... (148). 


Telle est l'éqnation qui existe entre les coordonnées AQ = 2 et QM' = ê 
d'un point M’ de la développée, Prolongeons maintenant, fig. 69, l'ordonnée Fig. 69. 
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BD — 2a d'une quantité DA’ encore égale à Za, et par le point A’ menons la 
parallèle A'D’ à AD, et transportons l'origine A au point A’. Pour cet effet, 
soient A'Q'— 2, Q'M' = ê ; nous avons pour l’abscisse 
A’Q'—AD—AQ, 
Ps t 
a' — + circonférence génératrice — AQ , 
ou 
a' = nta — 4; 
à l'égard de lordonnée #, nous avons 
MQ'=A'D— QOM’, 
ou 
à P=2a—- Ê; 
on tire de ces équations 
a= ta — zz, =a — 8; 
au moyen de ces valeurs, l'équation (145) devient 
za — x —arc MR V Las — p’, © 
ou 
za — 4'=arc RM'L — arc M'L- V/ ar — p" 
= za — are ML 248 —F, 


a “=ar M'L—y 2ap — p”. 


Cette équation est celle d'une cycloïde ; donc la développée d'une cycloïde 
est une autre cycloïde. 


et par conséquent 


208. On peut démontrer de la manière suivante, par la synthèse, que la 
développée AA’, fig. 69, est une cycloïde. Nous avons 
arc LM’ -arc RM' = ra, + 
donc 


are LM' = ta — arc RM’; 
d'une autre part, 


arc RM’ =—=arc MR = AR, art. 201; 
substituant cette valeur dans l'équation précédente, on aura 


arc LM' = za — AR— AD — AR, 
ou 


arc LM' = LA, 


ce qui est la propriété de la eyeloïde. 
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i Du changement de la variable indépendante: ` 


209. Lorsqu'une formule qui contient des coefficiens différentiels est donnée, on ne peut les éli- 
miner qu'à l’aide de l'équation de la courbe à laquelle on veut appliquer cette formule ; c’est ainsi 
que, lorsqu'on a la formule 


(a T Dar s 
diy dx’ 
dg’ 


et qu'on demande ce qu'elle devient Ma la courbe est une parabole, on tirera de l'équation 


d'y 
= ax? de la parabole, les valeurs de < et de A won substiluera dans cette formule, et alors 
ri z īa 1 


à S : 5 i q iy : 
les cocfficiens différentiels en disparaitront. Si Pon regarde 2A zet zZ comme des inconnues, il 
faut en général deux équations pour les éliminer d'une formule, et ces équations nous seront don- 
nées en différentiant deux fois de suite Péquation de la courbe, 


210. Lorsque, par les opérations de l’Algèbre, les dx ont cessé d'être sous les dy, comme dans 
la formule suivante, 

rx" + dyr’) 
dz’ + dy — dr 
la substitution s'opère en regardant dx, dy et dèy comme des inconnues; et puisque pour les éli- 
miner il faut en général un pareil nombre d'équations, il ne semble pas d’abord que l'élimination 
puisse s'effectuer, parce que la différentiation de 1” équation de la courbe ne peut nous procurer 
que deux équations entre dx, dy et d'y; mais il faut remarquer que lorsqu'au moyen de ces deux 
équatio on aura éliminé dy et dy, ilse trouvera dans la formule un facteur commun dz’ qui 

s'évanouira. 


Par exemple, si la courbe est toujours une parabole représentée par y —az*, en différentiant 
deux fois de suite cette équation, on obtiendra 


sus (146), 


, 


—=2axdr, d'y =2adx? ; 


ces valeurs étant substituées dans la formule (146), on obtiendra, après avoir supprimé le facteur 


commun dx’, 


_J(1+4@7) 
1F ia Hier = gayr 


211. La raison pour laquelle dx’ devient facteur commun est facile à saisir; car, lorsque dans 


F AES, dy dr. LU SES 
une formule qui contenait primitivement 2 e on a fait disparaitre le dénominateur de 


dy dy dy a 
Fe tous les lermes, hors ceux en et en Io ont dù acquérir le facteur commun dx*; alors les 


be d? p DES 
termes qui étaient affectés de zZ ne contiennent plus dx, tandis que les termes qui étaient affec- 
dy 


tés de& renferment dx au premier degré, car le produit de de Par dz? se réduit à dydx. Lors- 
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qu'on différentie ensuite l'équation de la courbe, et qu'on obtient des résultats de la forme 
dy =Mdx, d'y = Ndz’, ces valeurs étant substituées dans les termes en dy et en dydx, les chan- 
geroni, comme les autres termes, en des produits de dx”, 


212. Ce que nous disons d'une formule qui contient les différentielles des deux premiers ordres 
pouvant s'appliquer à celles dans lesquelles ces différentielles s'élèvent à des ordres supérieurs, il 
suit de là qu'en différentiant autant de fois qu’il sera nécessaire l'équation de la courbe, on pourra 
toujours chasser de la formule proposée les différentielles qui y sont contenues. 


215. Il n’en serait pas de même si, outre les différentielles que nous venons de considérer, la 
formule contenait des termes en dèr, en dx, ete. ; car, supposons qu’il entrât dans cette formule 
les différentielles suivantes dx, dy, d’x, dr, et qu'en différentiant deux fois de suite l'équation 
représentée par y =/fx, on en tiråt ces équations : 


F(x, 7, dr, dæ)=0, F(x,y, dx, dy, d'a, dy)=0, | 
on ne pourrait, avec ces deux équations, éliminer que deux des trois différentielles dy, dx, d'y, 
et l'on voit qu'il serait impossible de faire disparaitre toutes les différentielles de la formule; il y a 
done, dans ce cas, une condition tacite exprimée par la différentielle d’x; c'est que la variable æ 
est elle-même considérée comme une fonction d'une troisième variable qui ne parait pas dans la 


formule, et qu’on appelle ia variable indépendante. Cela deviendra manifeste, si l’on fait atten- 
Lion que l'équation y = fx pourrait dériver du système des deux équations 


z=F, y=țt, 


entre lesquelles on aurait éliminé £ ; c'est ainsi que l'équation y ss! T L revient au „système 


des deux équations 
æ=bt+c, y =al, 


et Fon conçoit que x el y doivent varieren vertu de l'accroissement que £ peut recevoir; mais celle 
hypothèse, que x ety varient d'après l'accroissement donné à £, suppose qu'il y ait des relations 
entre x et £, el entre y et Z; l’une de ces relations est arbitraire, car l'équation, que nous repré- 


sentons en général par y = fx, étant, par exemple, y=a zin, si l'on établit entre ¿et æ Ta re- 


(x—cY 


F , la changera en 


P PF Ey z F 
lation arbitraire x = g> celle valeur étant mise dans l’équalion y = à 


wer P - à 3 Cia A i 
J=4a ee, équation qui, étant combinée avec celle-ci, zx = = doit reproduire par l'élimi- 


(x — cY 


nation, y = 4a , seule condition à laquelle on doive avoir égard dans le choix de la 


variable £. 


214. On peut donc déterminer arbitrairement la variable indépendante £. Par exemple, on pren- 
dra la corde, l'arc, l’abscisse ou l’ordonnée pour celte variable indépendante; si Z représente l'arc 


de la courbe, il faut que l’on ait a= dr + dy”; si t représente la corde, et que l'origine soit 


au sommet de la courbe, on aura ¿= y x +3" ; enfin, £ pourrait être l’abscisse ou lordonnée, ct 
l'on aurait alors {= x, ou {=}. 


215. Le choix de l'une de ces liypothèses ou de toute autre devient indispensable pour que la 
formule qui contient des différentielles puisse en être délivrée; si nous ne le faisons pas toujours, 
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c'est que nous supposons {acitement que la variable indépendante a été déterminée. Par exemple, 
dans le cas le plus ordinaire où une formule ne contient que les différentielles dx, dy, dy, dr, 
etc., Phypothèse est que la variable indépendante { a été prise pour l'abscisse, car alors il en 
résulte 


dx dx d'x 
t—3%, a = qu A de 0 ete. ; 
et l'on voit que la formule ne doit pas renfermer des différentielles secondes, troisièmes, etc., de x. 


216. Pour établir la formule dans toute sa généralité, il faut, d'après ce qui précède, que x et y 
soient des fonctions d’une troisième variable indépendante Z; et que l’on ait, art, 26, 


or E À 4 
dé dx de? 
on tire de cette équation 
+ a7 
p 
d& à 
dł 
prenant la différentielle seconde de y, et opérant sur le second membre comme on le fait pour les 
fractions, art. 16, on trouvera 


„.. (147); 


dx dy dy dx 
dy _ dt dt dt dé 
dx dx* 

dë 
Dans cette expression, d a deux usages : l'un est d'indiquer quelle est la variable indépendante f, 
et l'autre d'y entrer comme signe d'Algèbre, Nous pouvons ne considérer d? que sous le second rap- 
port, si nous ne perdons pas de vue que £ est la variable indépendante ; alors supprimant de comme 
facteur commun, l'expression précédente se simplifiera en écrivant 


dy _drd'>7 —dyd'x 
dr dx? i 


et en divisant par dx, elle deviendra 


dy __dxd'7 — dyd’x 


de de 
217. En opérant de même sur l'équation (147), on voit qu’en prenant ¿ pour variable indépen- 
dante, le second membre de l'équation devient identique au premier ; par conséquent, lorsqu'on _ 
prend # pour variable indépendante, on n’a qu’un seul changement à faire dans la formule qui con- 
; Í RER AL A ' ni 
tient les coefficiens différentiels act = cest de remplacer ce second coefficient diféren- 
rentiel par 
dzy — dyd'x 
dx 


Pour appliquer ces considérations au rayon de courbure qui, art. 188, est donné par l'équation 
Gt 
ES 
d'y 
d 


J= 


r d 
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si l'on veut avoir la valeur de y, dans le cas où serait la variable indépendante, on changera y 
équation en 
GI 
dxd’y — zi 
da’ 


q 


3 
i (Ax?+dy2) 
en observant que le numérateur revient à fau EUT = , On aura 


(dx? + dy} 
= DE (148). 
216. Cette valeur de y suppose donc que x ety soient des fonctions d'une troisième variable in- 
dépendante; mais si x devait être cette variable, c'est-à-dire si l’on avait {—x, on aurait d'x—0, 
et cette formule retomberait dans le cas ordinaire en redevenant 


3 dy? > 
ie CET 
Sa MM eA 


217. Mais si, au lieu de prendre x pour la variable indépendante, on voulait que l'ordonnée fùt 
cette variable indépendante, cette condition serait exprimée par l'équation y =£; et en différen- 
tiant deux fois de suite cette équation, on aurait 

(A 
dé 

La première de ces équations nous dit seulement que y est la variable indépendante, ce qui ne 
changera rien à la formule ; mais la seconde nous montre que d?y doit être nul, ct alors l'équa- 
tion (148) se réduit à 


dr 


de 2: 


1, 


3 
—__ (dæ+ dy} 
Par dyd'x 


220. Il est à remarquer que lorsque x est la variable indépendante, et que l’on a par conséquent 
dx = 0, cette équation nous dit que dx est constant ; d'où il suit qu’en général la variable qui est 
regardée comme indépendante, a toujours une différentielle constante. 


221. Enfin, si l'on prend l'arc pour variable indépendante, on aura 
dt=V/dx + dy; 
élevant au carré et divisant par d£’, cette équation nous donnera 
dx, dy? 


detar ti 
différentiant cette équation, nous regarderons, art. 220, dé comme constant, puisque / est la varia- 
ble indépendante; et en opérant d’après la règle des exposans, nous trouverons 
24xdx  2dydy 
de: gs S 
d’où l'on tire 
drd'x = — dyd'y; 
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par conséquent, si l'on substitue la valeur de d’x ou celle de d’y dans l'équation (148), on aura dans 
le premier cas, 


dat pV Ortaz; 
y= nrareruvrernl = —_—— 3 
1 = dr F ydy dy 
et dans le second cas, 
ma PREI a a z + dy? 
1 Gr + dx 7 — dx 


: Pn : PT, d’ 
222. Dans ce qui précède, nous n'avons considéré que les deux coefficiens différentiels d z 


de’ dr 
mais si la formule devait contenir des coefficiens différentiels d'ordres plus élevés, il faudrait, par 


z d? á 
des moyens analogues à ceux que nous avons employés, determiner les valeurs de Zah, etc., 


qui se rapporteraient au cas où æ et y sont des fonctions d'une troisième variable indépendante. 


De la méthode des infiniment petits. 


223. Les notions que nous avons de l'infini se réduisent à cette proposition : 
Une quantité n’est pas infinie lorsqu'elle est susceptible d'augmentation, Par 
conséquent, si l'on a x-a, et que x devienne infini, il faut supprimer &, au- 
trement ce serait supposer que v peut encore s’augmenter de a, ce qui est con- 
tre notre définition. 


224. Cette proposition étant fondamentale, j'ai cherché à la démontrer 
dume manière plus satisfaisante, comme il suit. Soit l'équation 


x-4 a=y.... (149), 
dans laquelle a est une quantité constante. Nous pouvons, à l’aide d’une indé- 


terminée m, représenter par ma le rapport des variables y et x, ou, ce qui re- 
vient au même, supposer 


mar —=y... (150); 
substituant cette valeur dans l'équation (149), on obtient 
æ+a—maz.... (151); 


divisant tous les termes de l’équation (151) par ax, on a 
Ce 
PS (152); 


quand v devient infini, la fraction z ayant atteint à son dernier degré de dé- 
croissement, se réduit évidemment à zéro; alors l'équation (152) devient 


m——, 


a 
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Cette valeur étant substituée dans l'équation (151), on obtient 


za, 


ce qui montre que quand x est infini x-}-a se réduit à x. 


225. La quantité a, à l'égard de laquelle x est infini, est ce qu'on appelle 
un infiniment petit, par rapport à v. 


226. Comme nous ne considérons ici que les rapports des quantités, la dé- 
monstration précédente a lieu lors même que x a une valeur finie, pourvu seu- 
lement que a soit infiniment petit par rapport à x. , 

La théorie des fractions va nous servir encore à rendre sensible cette vérité. 


En effet, si l’on compare la quantité finie b à la fraction -, il est certain que 


=æ 
plus le dénominateur z augmentera, plus la fraction diminuera ; de sorte que 
quand z deviendra infini, cette fraction deviendra absolument nulle, et, 
comme telle, devra être supprimée devant b, qui alors sera infini à l'égard 


de -. 
zZ 


227. Quoique deux quantités soient infiniment petites, il ne s'ensuit pas que 
leur rapport soit nul; car 


2 rires 
co 


On sent d’ailleurs que deux quantités infiniment petites peuvent se conte- 
nir comme deux quantités très grandes ; ainsi, en représentant deux quantités 


infiniment petites par dy etpar dr, il suit de là que leur rapport ne sera 
FF 


pas nul : résultat conforme à celui que nous avons obtenu par la considéra- 
tion des limites. 


228. Lorsqu'une quantité v est infiniment petite, par rapport à une gran- 
deur finie a, le carré 2° est infiniment petit par rapport à v. En effet, la pro- 
portion 

lors: 
nous prouve que 2° est renfermé dans v autant de fois que x l’est dans l'unité, 
c'est-à-dire un nombre infini de fois. On démontrerait de même, à l'aide de la 
proportion v : æ :: x? : x, que æ? étant infiniment petit par rapport à v, le 
terme 2° doit être infiniment petit par rapport à +° ; c’est par cette raison qu'on 
a divisé les infiniment petits en différens ordres : ainsi, dans les exemples pré- 
cédens, x est un infiniment petit du premier ordre, +? est un infiniment petit 
du second ordre, # est un infiniment petit du troisième ordre ; ainsi de suite. 
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229. Observons que si x est infiniment petit par rapport à a, il en sera de 
mème de v multiplié par une quantité finie b. En effet, x considéré comme une 


fraction dont le dénominateur serait infini, peut être représenté par 550 
: 1e bc Le: ‘ r 
que l'on at— où —, ces quantités n’en sont pas moins nulles par rapport à a. 
co 


230. De même qu’un infiniment petit du premier ordre doit être supprimé 
lorsqu'il est à côté d'une quantité finie, qu'il ne peut augmenter, on doit ef- 
facer un infiniment petit du second ordre, qui serait à côté d'un infiniment 
petit du premier ordre ; ainsi de suite. 

Par exemple, si l’on a cette expression 


a—-by-+oy dy, 
et que y soit un infiniment petit du premier ordre, cy” en sera un du second, 
ct dy’ en sera un du troisième : il faut donc effacer dy’, parce que dy? ne peut 
augmenter cy”; et comme cy’ ne peut augmenter by, on l’effacera à son tour ; 


enfin, on effacera aussi by, puisque cet infiniment petit du premier ordre ne 
peut augmenter la quantité finie a, et il restera a. 


231. Deux quantités infiniment petites x ety donnent pour produit un infi- 
niment petit du second ordre. En effet, du produit vy je tire la proportion 


ES DEREK. A 


ce qui m'apprend que puisque y est infiniment petit par rapport à 1, vy sera 
infiniment petit par rapport à x, c’est-à-dire sera un infiniment petit du second 
ordre. 


232. On prouverait de même que le produit de trois infiniment petits du 
premier ordre donne un infiniment petit du troisième ordre. 


233. Nous pouvons maintenant expliquer la théorie de la différentiation, 
d’après la méthode des infiniment petits. Pour cet effet, si Pon suppose que 
dans une fonction de x la variable x prenne un accroissement infiniment petit, 
représenté par dx, en sorte que x devienne dx, la différence du nouvel 
état au premier sera la différentielle de cette fonction, 


234. Par exemple, pour trouver la différentielle de ax, eette fonction de- 
venant a (x +-dr) =ux—adr, si l'on en retranche av, il restera adv pour la 
différentielle. 


235. Cherchons encore la différentielle de ax; il faut de a (x dæ}? retran- 
cher az’; développant ct réduisant, on trouve d'abord Saz°d2--3ard+-udi. 
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Cela posé, adz* étant un infiniment petit du troisième ordre, ne peut augmen- 
ter Saxda°; par conséquent, on effacera adz*; de même 8ardz*, qui est un in- 
finiment petit du second ordre, doit être supprimé, parce que Sazx’dx en est 
un du premier ordre; et il restera 3ax°dzx pour la différentielle. 


236. On différentiera, d'après le même principe, toute autre fonction der, 
en ayant le soin de supprimer les infiniment petits des ordres supérieurs, ce 
qui se réduit à ne conserver que le premier terme du développement, ainsi 
qu'on le fait par la méthode des limites. 

Par exemple, pour trouver la différentielle de fr, au lieu d'écrire 
ch) — fx 
[ETHE à + BA 4 Crete., 

dfx 


qui, dans le cas de la limite, donne + dx = Adv pour la différentielle, on 


aurait 
f(e + dx) = fr + Adr- Bdr’ + Cdr'-ete. ; 
retranchant la fonction primitive, il resterait 
Adx —- Pda? +-Cdx*-ete.; 
et comme on devrait supprimer les infiniment petits des ordres supérieurs, 
on ne conserverait que le terme Adz, qui serait la différentielle cherchée. 


237. Pour trouver la différentielle du produit de deux variables, y, z, on 
supposera que quand x devient x dx, y devienne y+-dy, et que z devienne 
z-}-dz. Le produit yz se convertira donc alors en (y+-dy) (:+-dz); dévelop- 
pant et retranchant yz, il restera ydz+-:dy+-dydz. Le dernier terme de ce 
résultat, étant un infiniment petit du second ordre, devra s’effacer ; et l'on 
aura, pour la différentielle de yz, l'expression ydz —-:dy. 


938. On déduira ensuite de cette dernière différentielle, celle du produit 
d'un plus grand nombre de variables, et ensuite celle de x”, par les procédés 
que nous avons suivis lorsque nous avons employé la méthode des limites. 


239. La différentielle de a” s’obtiendra aussi très facilement, lorsque l'on 


aura le développement de a+% ; et ce développement se trouvera comme ce- 


lui de a”, art. 36 ; on cherchera ensuite la valeur de a+ — a”, et, ne con- 
servant que le premier terme, on rejettera les autres comme des infiniment 
petits d'ordres inférieurs à celui du termé que l’on conserve. Dans la diffé- 
rentielle de a’ on déduira ensuite, comme nous l'avons fait, celle de log v. 


240, A l'égard de la différentielle de sin v, on a 


sin (vde) — sin v=sin x cos dv sin dv cos v— sin #, 
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l'arc dx étant infiniment petit, 
cosdr=l, et sin dr—dz; 
au moyen de ces valeurs, on trouve 


d.sinz=—dx cos x. 


241. Le problème des tangentes a donné en quelque sorte naissance au 
Calcul différentiel. Voici de quelle manière on résout ce problème par la mé- 
thode des infiniment petits. 

Soient PM et P'M’, fig. 70, deux ordonnées infiniment proches, et MO une Fig. 70. 
parallèle à l'axe des x; la tangente MT pourra être considérée comme le pro- 
longement de l'élément MM’ de la courbe, parce que cet élément étant très 
petit, est censé être en ligne droite. Nommons AP, x; PM, y; l'accroissement 
de x sera PP'—dr, et celui de y sera M'O—dy. Le triangle infiniment petit 
MM'O étant semblable au triangle MPT, on a 


M'O.: MO :: MP : PT, 


ou 
dy dr: PT; 
donc 
dx 
es à“ 


On trouvera ensuite la normale, la tangente, et les équations de ces lignes, 
comme dans les art, 72 et 73. 


242. Pour avoir la différentielle d’un arc, on regardera l’are compris entre 
les coordonnées PM et P'M’, infiniment proches, comme une ligne droite ; et 
alors, en nommant s l'arc total, MM’ sera ds, et le triangle rectangle MM’O qui 
a pour côtés MO—dx et M'O—dy, donnera 


ds=—Y dr’ dy. 


245. La différentielle de l'arc d’une courbe dont les coordonnées sont polaires, se trouve aussi 
très facilement par la considération des infiniment petits. En effet, soient, fig. 71, RR’ et MN, deux Fig. 71. 
arcs de cercle décrits l’un avec le rayon 1 et l’autre avec le rayon u, dans l'angle infiniment petit 
M'AN, formé par deux rayons vecteurs, le triangle NM'M pourra être regardé comme rectiligne et 
rectangle en M; on aura donc 


MN = V MM" + MN; 
et en observant que M'M = dv, ct que MN est égal à dé, en vertu de la proportion 
4 :dt:: Èi MN; 


nous pourrons remplacer NM’ et MN par leurs valeurs; et, en mettant ds à la place de M'N, nous 
aurons 


ds= V du + wae. 
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Le même triangle MM'N, comparé au triangle M'AT, nous fera obtenir la sous-tangente d'une 
courbe polaire par la proportion 


M'M : MN :: AW’ : AT, 
ou, en remplaçant AM’ par AN, qui n’en diffère que d'un infiniment petit, 
du: udt :: u : AT; 
d'où nous tirerons 


dt 
AT =u? FPS 


De la méthode de Lagrange pour démontrer les principes du Calcul 
différentiel, sans la considération des limites, des infiniment petits, 
ou de toute quantité évanouissante. 


244. Nous avons vu de quelle utilité était le théorème de Taylor lorsqu'on 
voulait développer des fonctions en séries.Lagrange, considérant la grande faci- 
lité avec laquélle les principes de la différentiation pouvaient se déduire de ce 
théorème, parvint à le démontrer sans faire usage du Calcul différentiel, par 
un procédé que nous allons modifier de la manière suivante : 

Soit y=f (x); par la nature de cette fonction, il faut que lorsqu'on fait 
h—0, f(x -+h) se réduise à fr; c'est ce qui aura lieu si la partie qui contient 4 
dans cette équation, est un multiple de 4. Représentons-la par PA ; nous aurons 
done 


FH = fr Ph; 
P pouvant être une fonction de k, si nous appelons p ce que devient P lorsque 


h—0, et Qh la partie qui dépend de h, nous aurons encore P—p-|-Q}; en 
continuant ce raisonnement, on aura cette suite d'équations : 


y= fr + Ph, 
P= p+ Qh, 
Q= q- Rh, 


etc. etc. etc. 


Mettant la valeur de P, donnée par la deuxième équation, dans la première, 
il viendra 


y=fr+ph +; 


mettant dans ce résultat la valeur de Q, donnée par la troisième équation, on 
aura 


y =fs + ph+ he +Rh; 


en continuant ainsi, et en mettant /(x—-h) à la place de y, on aura, en général, 
f(a+h)= fe +ph+qh +rhé -4 shi ete... (153). 
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245, L'expression f (x -}-A) représente, en général, la fonction qui n'est pas 
encore réduite en série ; si dans cette fonction on change x en s-i, on aura 
le même résultat que si l'on eût changé h en h-}-i. En effet, cette fonction ne 
pouvant renfermer v sans que cette variable ne soit suivie immédiatement 
de À, un terme tel que A (x + A)”, par exemple, lorsqu'on aura changé x en 
æ+-i, deviendra A (ri+-})", quantité qui est la même que A (7 h-4 i)” 
qui résulterait de la substitution de k—-2 à la place de k, dans la fonction 
A(x—Lh)". Ce que nous disons de ce terme devant s'appliquer à tous les autres, 
il s'ensuit que, dans les deux hypothèses, le premier membre de l'équation (153) 
donnera lieu à des résultats identiques; d'où il suit que le développement 


fe + ph + qh + etc., amènera le même résultat en remplaçant x par x- i, 
ou & par ki. | 


246. En substituant d’abord h-i à h dans fx Æ-ph—qh°+etc., on aura 
fi +p(h +5) ++ tri) tete. (154); 
développant les termes en À de ces binomes, il nous viendra 
frt- ph... -H gr + 2qhħi... rl + SrhiLSrhi, ete... (155). 


Pour obtenir ensuite le résultat de la substitution de x à v-}ż, dans l'expres- 
sion fr ph -qh rh etc., observons que dans cette série, À étant en évi- 
dence, cet accroissement n’entre pas dans fr et dans les coefficiens p, q, r, s, etc., 
quantités qui ne pouvant donc renfermer que x, en doivent être regardées 
comme des fonctions ; et puisque l'équation (153) a lieu pour toute fonction 
de x, la substitution de x +1 à la place de x changera 


fz en fe pi- qè ré psi -+ ete., 
e pen p4 pit pi -Hp ’-Hp i- ete., 
| gen g+gi+g'i+g"8Hagi+ ete., 
ren r-ri- r"ir" Loi ete., 
sen ssi -psi -Hs Last etc., 

etc. etc..etc. etc. etc. etc. 


Il n’est pas besoin de prévenir que par les lettres accentuées, nous représen- 
tons les coefficiens des différentes puissances de À dans ces développements. 
En substituant ces valeurs de fr, de p, de q, de r, de s, ete., dans la suite 


fr + ph + gh—rh°—Lete., nous obtiendrons 


fe pit qù ré bete. + p- pit piete.) h-ig- git giete.) 
RL (rLri-frisLete.) Aetos.. (186). 
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247. Ce développement devant être identique (art. 245) à celui qui est donné 
par l'équation (155), il faut que les termes qui y contiennent les mêmes puis- 
sances de À soient égaux (note sixième); nous aurons donc 


p+pitp'i, ete. =p + 2qi, ete.; 
qg— qi q’, ete. =q + 3ri, etc.; 
r + ri ré, ete. =r —- 4si, etc. 
Ce que nous disons de À pouvant s'appliquer à d, en égalant les termes affectés 
des mêmes puissances de 2, on trouvera 
pP’ =Q, qd —3r, r= 4s, etc... (157). 


Ce qui revient à égaler les termes affectés de ki, de ki, de Xi, etc., des équa- 
tions (155) et (156). ; 


248. Nous avons vu, art. 246, que p était en général une fonction de x; 
représentant done p par fx, et nommant f”x le terme qui multipliera h dans 
le développement de f (x); nommant de mème fr le coefficient de À dans 
le développement de f”(x—-h), et ainsi de suite, nous aurons ces équations 


f(æ+h)=f x hf x+-termes en h°, en hè, etc. 
fa+h)=f æLh f"x—-termes en h’, en h?, etc. 158 
fx +h)=f'x 4h fx termes en h’, en hi, etc. ( °" (158). 


etc. etc. etc. 


249. Par hypothèse, nous avons, art. 248,p—/f'x; done, si dans cette équa- 
tion on fait —+—h, on aura 


p+ph+p'h +p'h+ete.—f(x+48h).…. (159); 
mettant dans cette équation la valeur de f’(x+-h), donnée par la seconde deg, 
équations (158), nous obtiendrons 


p+ph+p'h<+ete.=fx+ h fx termes en h°, en hè, etc. 


Cette équation ayant lieu, quel que soit k, il faut que les termes des mêmes 
puissances de A soient égaux; donc 


p=fs; 
cette valeur de p' changera la première des équations (157) en /"x=—3q ; d’où 
nous tirerons 


q=sfe 
Si dans cette équation nous changeons x en x + A, il viendra 
g+gh+g'h+ete. =; f” (4h); 
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mettant à ls place de f” (x—-h) son développement donné par la troisième des 
équatiions (158), nous aurons 

å g—+-qh+ g'h etc. =+} (f"x Lhf!'x termes en h?, en hè, ete.); 
comparant les termes qui multiplient la première puissance de k, nous aurons 


q' =+ fx, valeur qui étant mise dans la seconde des équations (157), la chan- 
gera en $ f'x=—3r, d'où l'on tirera 

= + E AE 
en comtinuant ainsi, nous trouverons successivement tous les autres coefliciens 


de l'équation (153); substituant dans cette équation les valeurs de p, de q, 
de r, ætc... nous aurons 


fa =fe hf at Fate f'a ete... (160). 


250.. Si l'on considère maintenant la première des équations (158), on verra 
que fw étant le coefficient de À dans le développement de f(x -+}}), est ce qu'on 


d.fx 


Ar d " T ; 
désignie par -gy ou par 3%; de même, en considérant la seconde des équa- 


tions (158), on reconnaîtra que le coefficient /”x de la première puissance de 


h, dans le développement de f'{x-1), doit être représenté par sé c'est-à- 


T e 


d d 
dire par -5 = T ey et ainsi de suite; par conséquent, en mettant ces valeurs 


de fr, de fr, de fx, etc., dans l'équation (160), on trouvera 
i dy h d'y h’ 
f(x4h)= Leg Dr 15 Taras g + etc... (161). 


251. C’est ainsi qu'on parvient à la formule de Taylor, sans faire usage du 


PRIT AL. ; « 
Calcul différentiel. L'expression To qui entre dans cette formule, est le signe 


de l'opération par laquelle on obtient le coefficient de h dans le développe- 
2y d? 
dz?’ d2? 
nous indiquent que la même opération répétée nous fera connaitre les coeffi- 
ciens des autres puissances de A; de sorte que nous n'avons besoin que de 


ment de f(x -} h); dès que ce coefficient est trouvé, les expressions , tC., 


connaître, par des moyens tirés de l’Algèbre, ce que doit être pour chaque 


adr 
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TE - d ? 5 
fonction. Par exemple, si l'on demandait quel est z pour la fonction +", on dé- 


velopperait(x +4)" par la formule dubinome, qui donnerait z”-}-me”-'h-t-etc.; 


et comme =i devrait indiquer le coefficient de la première puissance de À, dans 


ce développement, on aurait UM man, Ainsi, tout se réduit à pouvoir trou- 
ver, par des procédés analytiques, le développement des différentes sortes de 
fonctions que l'Algèbre peut présenter : ces procédés ne sont pas différens de 
ceux que nous avons fait connaitre pour développer les diverses fonctions qui, 
par leur combinaison, donnent toutes les autres; c'est ainsi que nous avons 
donné les développemens de a+, de log (x +), de cos (rh), etc. 


252, Voilà donc une troisième méthode, d'après laquelle les principes du 
Calcul différentiel se trouvent démontrés d’une manière indépendante de toute 
considération de limites, d'infiniment petits, ou de quantités évanouissantes ; 
mais cette méthode ne peut néanmoins exclure celle des limites, parce que 
lorsqu'on en vient aux applications, et qu’on veut, par exemple, déterminer 
les volumes ou les surfaces, rectifier les courbes, ou obtenir les expressions 
des sous-tangentes, des sous-normales, ete., on est toujours obligé de recourir 
aux limites ou aux infiniment petits. 


253. En considérant les développemens des diverses fonctions (r-4)", a", 
log (rh), sin (x A), etc., que l'Algèbre nous offre; comme ces fonctions 
sont en nombre très limité, il est facile de reconnaitre que, dans leurs dévelop- 
pemens, le coefficient de la première puissance de h n’est ni nul ni infini, du 
moins tant que + conserve sa valeur indéterminée; c’est d’ailleurs ce qui ré- 
sulte de la démonstration précédente. En effet, supposons qu'on eût p—0 dans 
l'équation 

f{a+h)=fx+ph+qh+rh + ete., 
il arriverait deux cas : ou la valeur de x, que renferme p, devrait être donnée 
par une équation identique, ou par une équation qui ne le serait pas. Dans ce 
dernier cas, p—0 représenterait une équation d'un certain degré, et cette 
équation ne donnerait qu’un nombre limité de valeurs de x, ce qui serait contre 
l'hypothèse, qui admet pour x une valeur quelconque ; mais si p—0, c'est-à- 
dire si f’x—0 était une équation identique en x (*), faisant x —x +, on au- 


{*) Le cas où p ne contient pas æ est compris dans celui-ci; car si la valeur dep, qui est nulle, 
esl représentée par 4 — a , on peut la considérer comme a—x — (a — x). 
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rait encore f'(x + h) = 0; et comme À entrerait partout où entre +, cette 
équation, considérée par rapport à 4, serait encore identiquement nulle, ou, 

d'autres termes, cette équation aurait lieu quel que soit A; il en serait donc 
de mème de son développement, qui, d’après l'équation (159), est 


p+ php" ph Letc. =0; 


mais lorsqu'une équation de ce genre est nulle, indépendamment de 4, il faut ' 
que les coefficiens des différentes puissances de A soient nuls séparément 
(voyez la note sixième), et que, par conséquent, l’on ait 


p—=0, p"—0, Pp 


En substituant ces valeurs dans les équations 


"E Ole. 


p=, p'=3r, p” =4s, etc., 


qui résultent de l'identité des termes affectés des mêmes puissances de 14, 
de th, de dk, etc., dans les suites 155 et 156, on obtiendrait 


q=, r=0, s=0, etc.; 
et, comme en outre p= 0, l'équation (153) se réduirait à 
fle+h)=fe. 


Il faudrait done que x 4, mis à la place de x, ne changeåt pas la fonction, 
ce qui exigerait que cette fonction fût identique ou constante; car on sait que 
si fv était, par exemple, de cette forme, x? — 2°, ou de celle-ci, cH-2°— x, la 
substitution de æ—-h à la place de x donnerait toujours le même résultat; et 
l'on voit que, dans le premier cas, la fonction serait identique, et, dans le 
second, se réduirait à une constante c. Il suit de ce qui précède, que le coefi- 
cient de la première puissance de k ne peut être nul dans le développement 
général de f(x A). 

Il ne serait pas moins absurde de supposer ce coefficient infini, car le second 
membre de l'équation (153) devenant infini, le premier membre le serait aussi, 
c'est-à-dire qu'on aurait f (x-4) = œ ; et comme f(x- h) est composé en x h, 
comme fr l’est en x, le terme qui, dans f (x 4-h), rendrait cette expression 
infinie, devrait rendre aussi infini fr. Par exemple, si f (x -} h) renfermait un 


terme telque 
v 


ereu 
(vA) — (vh) 


, qui est infini, il est évident qu'on devrait avoir 


dans fv, le terme 


, qui serait aussi infini, Il suit de là que la fonction pro- 
v— 2 


posée serait infinie, ce que nous ne supposons pas. 


254. Les expressions fx, f'x, fx, etc., sont ce que Lagrange appelle la 
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fonction prime, la fonction seconde, la fonction tierce, ete., de fr, et en général, 
en sont les fonctions dérivées. Lagrange indique aussi les fonctions dérivées 


, sa dy , d'y 7 dèy m Pi 
d’une autre manière, en remplaçant ae PAT Yo qua Par y’, Ja Pa y et ainsi 


de suite. 


‘ Des cas où la formule de Taylor est en défaut. 


255. En général, lorsque dans une fonction de x on mel s + %4 à la place de x, la forme de la 
fonction reste la même, puisque x+% entre partout où était x; ainsi, lorsque fx renferme un 
radical, f(x- k) doit aussi le renfermer : par exemple, si l’on a 


fx—=br 


a 
+, 

V r 
le même radical se trouvera dans l'expression 

à a 
Ta +h=b (a+ h t. 
Vrh 
Ilmen serait pas toujoursde même, si l’on assignait la valeur de l’a bscisse x pour l'un des points dela 
3 
courbe. Par exemple, dans le cas où /x renfermerait un terme tel que y x—a, si l'on donnait à x 
$, 
la valeur a, on voit que le radical cubique V/x— a s'évanouirait dans fx, tandis que le radical 
3 

cubique V/x + 4— a, qui devrait entrer dans f(x -+ A), loin de s'évanouir, se réduirait alors à 


Da 
\ h. Dans une semblable circonstance, f(æ+ 4) ne peut se développer suivant les puissances 
de A4, ce qui se manifeste par les valeurs infinies que prennent les coefficiens différentiels ; c'est 


3 
ainsi que Péquation y =y œ — 4) nous donne 
-2 1 
> = —— 
3 SERA 
5 y tx— a’ 


et l'on voit que z= a rend ce coefficient différentiel infini. 


(x—a) 


256. Pour qu’on tombe ainsi sur des quantités infinies, il suffit que la fonction [{a+ h) étant or- 
donnée par rapport aux puissances de À, renferme parmi ces puissances un exposant fractionnaire 


1 6 A 
n + = compris entre les nombres entiers 7 et 7 +1; en effet, nous aurons dans cette hypothèse 
3 


1 


n 
a+ h)= A + Bh4 Cle + DA. MAANA + PA + QU RAH, etc... (162), 


développement dans lequel un terme qui manquerait serait censé avoir zéro pour coefficient. Cela 
posé, en regardant & comme variable, nous trouverons, art. 55 et 56, 


dfta+ 2) _ dath) df(a+h) _ Lath 


dh da ? dir da s Etc... (163). 
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Différentions successivement par rapport à 4, l'équation (162), et représentons, pour abréger, par 
M’, N’, P’, Q’, R’, etc., par M”, N”, P”, Q”, R”, etc., ce que deviennent les cocfficiens M, N, P, Q, 


R, etc., nous aurons 
1 


z+n—1 
vath = B + 20h + DA... + M'A" + N'A? + Phr p ghn 
+ R'a L 'elc., 
z +n—2 
DCR 290 + 2.3Dh + MAN + NI 4 rhn p g'h” 
+ Rart -+ ete., 
etc. etc. etc. etc. 


Remplaçant les premiers membres de ces dernières équations par leurs valeurs tirées des équa- 
tions (163), nous obtiendrons 


1 
a = + on — 1 + PA + 
den = B + 20h + 3D% + MA + NA 


Qar + R'A + etc... (164), 


: +n 2 
d’ z oi 
SUE A PS QC + 23Dh. + M'A + NAT + pans 
+ orh» + Ream + ete... (165), 
etc. etc. ete. etc. 


faisant 4—0, dans les équations (162), (164), (165), nous aurons pour déterminer les coefficiens A, 
B, C, etc., de l'équation (162), 


Cela posé, d’après l'inspection des équations (164) et (165), on voit que chaque différentiation 


res ; ième 
diminuant n d'une unité, lorsque nous serons arrivés à la n , les exposans des termes en 4", 


2 
n += 1 
en À -en A+ en 4", auront pour valeurs n—n, n—n+ m n—n+1,n—n+2, etc. 
De sorte qu’en représentant les coefficiens correspondans par M,, par N,, ete., nous obtiendrons 
1 


JG LENS + PRE Qie HR Hete.. (166), 


da’ 


et à la différentiation suivante, nous trouverons 


1 
=—1 

dhif(a h) z 

L = =N,/ + Po + Qut Rah + etc. (167); 


1 g d 1 : : 
et comme -est moindre que l'unité, l’exposant - — 1 du premier terme de ce développement 
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pourra s'écrire ainsi : —( 1— 1). Alors, en faisant passer Æ au dénominateur dans le premier 
terme du second membre, l'équation (167) deviendra 


if 
D EP QUE + RAA + ete... (168). 


Or, si l'on fait À —0, dans l'équation (166), on voit que tous les termes en A s'évanouissent en- 
core, ce qui permet de déterminer M,, d’où dépend le coefficient M du terme M4” de l'équation (162). 
11 n’en est pas de même si l'on fait À — 0 dans l'équation (168) ; car alors le premier se réduisant à 

ntf (a 


N, d : z 
F3 rend la valeur de dents infinie. 


ll en serait de même si nous prenions les coefficiens différentiels des ordres suivans, parce 


que toutes les différentiélles successives d’un terme de la forme Ta contiennent Æ au déno- 


minateur. 


11 résulte de ce théorème, que lorsqu'on fait x— a, dans le développement de f(x + h), s’il 
existe une puissance fractionnaire de h dans ce développement, et qu’elle soit comprise 
entre les termes affectés de h” et de h”+', on ne pourra déterminer les termes de la série de 
Taylor, que jusqu’à l’ordre n inclusivement : lous les autres termes deviendront infinis. 


257. Une fonction de x représentée par fx étant donnée, si l'on veut déterminer le déyel0p- 
pement de f(x + 4), dans l'hypothèse v= a , il faudra, comme on le sait, calculer les termes de 
la suite, 


dy dy h’ 
Rr aa T i 13 tete; : 


mais si en faisant ce calcul on trouve que l’un des coefficiens différentiels devienne infini dans 
l'hypothèse de x = a, on ne cherchera plus à obtenir le développement de f(x -+ 4) par la série de 
Taylor ; mais voici le procédé qu'il faudrait employer. On mettra x + h à la place de x, dans lx ; 
alors le terme qui contient x — a au dénominateur, contiendra x — a +h, et ne deviendra 
plus infini lorsqu’on fera x=a, mais donnera lieu à un terme affecté d’une puissance frac- 
tionnaire de h. 


258. Soit, par exemple, 
72. 
fx =2%ax — x pay r a; 
en différentiant, on trouve 


dy 
— =p (a4 — x) 
dx M ve = v x'— L, 
" 3y 
substituant ces valeurs et celles de — ay , de er etc., dans la formule de Taylor (équation 58, 
de dz’ 


page 28), on obtient 


fæ +) =2ax— x a Vezel Ua — x) + | 4+ ete. 


piss 
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Or, quand x = 4, le terme multiplié par % devient infini; donc ce développement n'est plus pos- 
sible. 

Dans ce cas, d'après la règle précédente, on mettra x + 4 à la place de æ dans l'équation 
fx=%ax—-2+aV'x —&, 
et l’on trouvera 
f(x + h)=%ax + 2ah — x — Ith — L+a V rF hy P — aè, 
équation qui, dans l'hypothèse de x= a, devient 
fa h= e ht yay lah F h, 
ou F 
fa+h=e— tya hy iaf h; 


développant par la formule du binome, et représentant, pour abréger, par A, B, C, ete., les coeffi- 
ciens que donne cette formule, on a 


VIF h= (2a 4 h= A + Bh + Che + Dk + ete. ; 
substituant, on trouvé 


fa+h)=a h pai Yht abh y h+ achy it ete. 

On voit, par cet exemple, qu'en mettant x + 4 dans la fonction, et faisant x= a, on peut intro- 
duire une ou plusieurs puissances fractionnaires de ñ ; on développe ensuite séparément les termes 
qui sont susceptibles de l'être, soit par la formule du binome, soit autrement ; et l'on substitue ces 
termes dans la valeur de f{(a+ h), ce qui en donne le développement. 


259. Lorsque x reste indéterminé, Lagrange a démontré que ce développement de f (x+ h) ne 
x contenir des termes affectés d'une puissance fractionnaire de A. En effet, supposons que 
lon eût 


3 
fa+h)=f2x+ph+qh..+KkV/R;: 


3 — 
comme, d'après la théorie des équations, K vV A est susceptible de trois valeurs, M, N, P, nous au- 
rions ces trois développemens de f(x + 4), 


f (@ + h) = fx + ph + qe.. 4 M, 
f @ + h) = fx + ph + ge.. N, 
f (æ + h) = fa + ph + qw... + P. 
Or, fx devant renfermer les mêmes radicaux que f(x -+ k), art, 255, il faudrait que fx eùt aussi 


trois valeurs différentes, Q, R, S; en substituant successivement ces valeurs à la place de fx, on 
trouverait donc 


fix + h) =Q + ph + ge. + M, 
fæ + h) =Q + ph + qw... +N, 
f (& + h) = Q + ph + q... + P, 
f£ + h) =R + ph + qe. +M, 
f(x + h) =R + ph + qe... +N, 
f(x + h) =R + ph + ge... + P; 
f(x + h) = S + ph + gw... +M, 


f (æ + W = S + ph + qe.. +N, 
fix + h) = S 4 ph 4 qw.. +P; 


de sorte que l'expression f(x -+ A), étant développée, aurait neuf valeurs différentes, tandis que non 
développée, elle n’en pourrait avoir qu'autant que fx en comporte, et par conséquent trois dans 
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l'hypothèse actuelle ; ainsi l’on ne peut supposer que le développement de f(x +) contienne une 
puissance fractionnaire de 2, sans tomber dans une contradiction. 


260. Enfin, il est certain que f(x + A4) ne peut admettre dans son développement, un terme 
affecté d’une puissance négative de  ; car s’il contenait un terme tel que M47”, on aurait 


M 
fa+n=fc+ph+qh.. + zai 
or, en faisant = 0, le premier membre se changerait en fx, et le second, au lieu de se réduire 
M 


à fr, deviendrait infini, à cause du terme gr wi renferme. 


Il en serait de même si le développement contenait un terme affecté du logarithme de %; car 
si l’on avait, par exemple, un terme tel que A log , ce terme, lorsqu'on ferait 4 —0, deviendrait 
A log 0; or, le logarithme de o étant l'infini négatif, le terme A log A serait alors infini ; d’où il 
suit que fx devrait l'être aussi; ce qui est contre l'hypothèse, 


FIN DU CALCUL DIFFÉRENTIEL. 
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CALCUL INTÉGRAL. 


De l'intégration des différentielles monomes. 


261. Le calcul intégral a pour objet de trouver la fonction qui, étant diffé- 
rentiée, a dû produire une différentielle donnée. Pour commencer par le cas 
le plus simple, nous allons chercher à intégrer l'expression "dx : dans cette 
vue, différentions l'expression 2"#, nous trouverons 


d.s” (m +1)" dr, 
d’où nous tirerons 
d.r"+t 1 
—— = tdr: 
m1 j 
et comme la constante m- 1 n’influe pas sur la différentiation, nous pourrons 
écrire ainsi l'équation précédente 
y + ? 
d. —— = 1"dr: 
m1 4 
ami 
m1 
Pour indiquer cette opération, nous mettrons, avant la différentielle, la carac- 
téristique /, qui signifie somme ou intégrale (*), de sorte que nous écrirons 


par conséquent, la quantité qui, par la différentiation, a donné "dr, est 


gr" 


262. Concluons de là cette règle générale : Pour intégrer x”dx, il faut aug- 


Jr"dr= 


(*)-Ce mot somme, pour désigner l'intégrale, a été introduit par les anciens géomètres, parce 
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menter l'exposant d’une unité, et diviser par cet exposant ainsi augmenté et par 


la différentielle. 
; nous aurons donc 


263. Soit, par exemple, = 
udv ar?t ag"? 
fa Es CV pi” à 


on trouvera de même que 
5 
Ph. à Be 


fr Jä dr = =; 
ai 1 A 


264. Observons que lorsque nous différentions a -}- x”, nous trouvons 
ar conséquent il fau- 


ma”"-"dxr, comme si nous n’eussions différentié que x 
Ira, en intégrant, ajouter une constante à l'intégrale. Ainsi, dans les exemples 


précédens, nous écrirons 
3 
ads a $ 32° 
fre “ion “tt (EE 
265. Cette constante C, qui doit s'évanouir par la différentiation, est en 
général arbitraire, à moins que, par la nature du problème, elle ne soit déter- 


minée. 


Par exemple, si l’on a l'équation y = az? — b, qui est celle d’une parabole 
Fig. 75. CBD, fig. 73, dont l'origine est en B, et qu'on en tire dy = 2axdr, on trouvera, 


en intégrant, 
y—= ax +-C..….. (1). 
Cette équation peut convenir à une infinité de paraboles. Or, si l'on veut 
que parmi toutes ces paraboles, CBD, C'B'D', C”B”D”, ete., la courbe qui a 
pour équation y—ax° -C soit celle d’une parabole qui passe par le point E 


dont les coordonnées sont 
y=0;, ina À 


que, d'après la méthode des infiniment petits, ils considéraient une fonction y comme une somme 


d’accroissemens infiniment petits 

Fig. 72. Par exemple, on voit que l’ordonnée étant MP, fig. 72, on a 
MP = ab + ab! + ab" + a+ a M 

c'est-à-dire que > est égal à la somme des accroissemens infiniment petits, représentés chacun 


par dy. 
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il faudra qu'en faisant r = V po” ait y—0, ce qui réduira l'équation (1) à 


o—b+4C, 
d'où l'on tirera C— — b. Substituant cette valeur dans l'équation (1), on ob- 
tiendra 
y=axz — b, 


comme on l'avait avant la différentiation. 


266. Lorsque la nature du problème ne détermine pas la constante, on peut 
disposer de cette constante comme dans l'exemple suivant : ayant trouvé que 
l'intégrale de "dx est 

PS 


y= te (2), 


nous donnerons à v une valeur déterminée b, et le second membre de cette 
équation deviendra 
b""+1 


+ a LÉ ( 


€ étant arbitraire, nous pouvons déterminer cette constante par la condition 
que l'expression (3) soit nulle, ou, ce qui revient au mème, par la condition 
qu'on ait y—0 lorsque =b; alors l'équation (2) deviendra 

pr 


an: a 


3). 


d'où l'on tirera la valeur de C, qui, étant substituée dans l'équation (2), nous 
donnera 


amh hr 


u mi 


267. Il n'y a qu’un seul cas qui échappe à la règle de l’article 262 pour in- 


att: 


tégrer x"dx; cest celui où m= — 1; car alors la formule (4) devient 
a — be o 
RE 


il faudrait done, dans ce cas, faire usage de la règle de l'article 83, pour dé- 
terminer la vraie valeur de l'intégrale ; mais on peut éviter cet inconvénient, 


dx «> cdg da ; 
en observant que z-'de = —, et que cette expression — est la différentielle de 
T v 


log x; par conséquent, nous aurons 


J= =g. 
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Des différentielles complexes dont l'intégration peut s'effectuer par la 
règle de l'article 262. 


268. Nous avons vu, art. 22, que la différentielle d’un polynome se formait 
de la somme des différentielles de ses termes; réciproquement l'intégrale d’un 
polynome sera égale à la somme des intégrales des termes qui le composent. 

Par exemple, 


far — st sde V=) =fads— f MEL fe dec, 
ou, en effectuant les opérations, 


bdx =- b a 5 
adr —— -4 rde y x |=ar4 z +2 x LC. 
æ 2ga i G 
Nous n’avons mis ici qu'une constante, parce que chaque terme donnant une 
constante à l'intégration, nous pouvons représenter la somme de ces constantes 
par une seule lettre. 


- 

269. Tout polynome, tel que (a—-br-Lcr?Letc.)"dr, peut s'intégrer par la 
même règle, lorsque n est un nombre entier positif. Pour cela, il suffit d'élever 
le polynome à la puissance indiquée, et d'intégrer séparément chaque terme. 

Par exemple, pour intégrer (a-E br) dx, nous aurons 


23 
S'(a+br)dr =f (Pdr + 2abrdx + bxdr) = ax abr’ + = +C. 


270. Lorsqu'on a une expression telle que (Fx)"dFx, composée de deux fac- 
teurs dont l’un est la différentielle de la partie Fx qui est sous la parenthèse, 
pour intégrer cette expression, on fera Fe=—z, par conséquent, dFr—d3; sub- 
stituant, on trouvera 

(Fr)"dFr=—2"d3, 


et en intégrant, 
(Fz) 


r+ 


"(EnA ERr — a Ai 
SEx) de= +c 


n 
Pour en donner un exemple, soit 
(a brca’) (bdx L-2cxdx); 


comme bdr + 2cxdx est la différentielle de la quantité renfermée entre les 
parenthèses, on fera 


a br ter =z, 
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et l’on aura, en différentiant, 


bdr- 2crdr=dz; 
donc 


(a+br-} ca} (bdr + 2crdr) =z" ds. 
L'intégrale de cette Fi sera 


5 


> 2 +e—i( a+ bx + cz’) + 


ë 


271. Si l’un des facteurs était la différentielle de l’autre, à une constante 
près, l’on pourrait encore intégrer par le même procédé. Soit, par exemple, 
(a bi} mrdr... (8). 
Comme je vois que la différentielle de a bx°, qui est 2brdr, ne diffère de 


mads que par la constante, je fais a—Lbx°— z, et par conséquent 2brdr = dz, 


dz 
d’où je tire rdr — T’ substituant ces valeurs dans l'expression (5), j'obtien- 


drai 
(a—- ba)" mrdx = zdz, 
et, en intégrant, il viendra 


a aa I „n m az R 5 
(a—-bx°) madr= 2 5 += (+ br) +c. 


272. La même transformation peut s'appliquer aussi pour rapporter cer- 


: r N ' . r dv 
taines différentielles à des logarithmes : si l’on avait, par exemple, PE en 


À n ae da Dr dz : 5 : 
faisant a br = z, j'en déduirais dr — . substituant, j'aurais 


DE l log = c, 


et, en mettant pour z sa valeur, 


Lx zlog a—-br)+C. 


: ; : dx S 
En opérant demême pour TG 99 trouvera que l'intégrale de cette expres- 


sion est 
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Des différentielles qui s’intégrent par arcs de cercle. 
q P 


273. Soit, tig. 74, v=CE, le sinus qui a le rayon pour unité et dont l'arc CB 
est z; nous avons æ=sin z; différentiant, il viendra dr = cos zdz; d’où nous 


tirerons dz = —— ; d'une autre part, l'équation cos’z- sin°z=— 1 nous donne 
cos z’ 


cosz—=} 1—sin:=y 1—32; 


substituant cette valeur dans celle de dz, on obtiendra 
Es 2 
Via 


par conséquent on trouvera, en intégrant, 


7 e -=z C... 


Pour déterminer la constante, supposons donc que lorsque x —0, on ait 
dx 


—— a o: 

V 1—2 i 
comme, d’après la fig. 74, l'arc z, représenté par CB, est nul en mème temps 
que le sinus +, l'équation (6) se réduira donc, dans cette hypothèse, à o —C; 
par conséquent 


ds =— 


=arv(sin—r).... (7) 


dx 
7i l — g? 
274. Si le rayon, au lieu d’être pris pour unité, est égal à a, nommons # 


son sinus, nous aurons pour l'arc d’un même nombre de degrés 


d'où nous tirerons 


z 


Substituons cette valeur dans l'équation (7), nous trouverons 
q 


fmf VA fs er 


par conséquent l'équation (7) deviendra 
dr / æ’\ \ 


ts RE 
Fa a (in) 
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et, si nous appelons z le sinus dont le rayon est a, nous pourrons supprimer 
l'accent de v dans l'équation précédente, ce qui nous donnera 


JE (sin =). (8). 


275. En second lieu, soit z l'arc CD, fig. 74, dont le cosinus AG est æ, etFig.74. 
qui a le rayon pour unité, nous aurons 


æ= COS 3, 
et, en différentiant, 
dr = — dssins, 
d’où l'on tirera 
dx 


de= 


sin =? 
et, en mettant pour sin z sa valeur tirée de l'équation 
cos’ z—sin:—1, 


onobtiendra 


ou, parce que cos z=, 


et en intégrant, on aura 


J- RU at jus arc (cos—x)—C.... (9) 
Tee = KAY 


Pour déterminer la constante C, nous voyons, fig. 74, que lorsque le cosinus Fig. 74. 
CE—x se réduit à zéro au point B, larc DC=— =<, qui est représenté par 


— Er. devient DB— 
y 1— 2 


S- dx 4 
— ———;retr—0, 
7 1 — r’ 


dans l'équation (9), on aura 
z T—=arc(cos—0)+C.... (10); 


et comme l'arc dont le cosinus est zéro est égal à 1x, on voit que l'équa- 


circonférence , ä 
as 


faisant donc 
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quation (10) se réduisant à C—0, l'équation (9) devient 


f- a ea iei (cos=s).… (11). 


Si dans cette équation nous supposons s = Z, pour passer à l'hypothèse où 


le rayon est a, nous trouverons, en opérant comme dans l’art, 274, 


dx x 
JA arc (os = 2} (12). 


276. Nous avons vu, art. 47, qu'on avait 
dx 


d.tangz = —— 
cos r 


si nous faisons r= tang z, nous trouverons 


avi. dz s 


=o 
d'où nous tirerons 
dz=dz X cos 5... (13). 


Or, la proportion 
cosz : 1 :: 1 : sécantez 


donnant 


on aura 


et en intégrant on aura 


prenant l'intégrale dans l'hypothèse que cette intégrale s'évanouisse lorsque 
æ—0, z devient nul, et l’on a : 
D 


donc 


dx 
SE — arc dont la tang est x... (14). 
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Si, comme on l’a fait à l'égard du sinus et du cosinus, on passe de l’hypo- 
thèse du rayon pris pour unité, à celle où le rayon est a, en changeant v en 


s lv P He, ei 
T il faudra mettre et | Ta = . , à la place de dx et de 1 2°. Ainsi 
a 


en divisant l’une de ces expressions par l’autre, on trouvera 


da = arc | tang? 
oJ apa T msa) 


et, en faisant passer a dans le secund membre, 


dx 1 z 
J E=} re (ungt)... (15). 


277. Soit x le sinus verse DG, fig. 74, d’un arc DC— z. Le sinus verse et le Fig. 74. 
cosinus, valant ensemble l'unité, nous aurons s -}-cos s= 1, et en différen- 
tiant, 


d'où l’on tire 


Or, 
sin z=ÿ I — cos z= (L—cosz) (1-4 coss) =y (2 —x) = 2r >r’; 
substituant cette valeur dans l'équation (16), on a 


dr 


V 2r— ra 


ds = 


et en intégrant 
EN 
Je (sinus verse = t)... (17). 
V 2x — x 


Je n’ajoute point de constante, parce qu'en supposant que l'intégrale s'éva- 
nouisse quand x est nul, z est aussi nul. 


f ; z AEN ces 
Si lon fait x = - dans l'équation précédente, on trouvera 
a 


JA == Are (sinus verse?) (18). 
Zar — r? 


278. Lorsqu'on veut avoir la valeur de l'intégrale pour une valeur déter- 
minée de x, on opère comme dans l'exemple suivant. 
ÉLÉMENS DE CALCUL Pre 19 
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dx 
Supposons qu’on demande l'intégrale de I Fa lorsque x — 7 ; le rayon 


étant 1, la tangente sera donc 7; et comme les tables des sinus sont construites 
avec un rayon de 10 milliards de parties, la tangente relative à ce rayon sera 
10 milliards de fois plus grande; par conséquent cette tangente vaudra 
7 X 10 milliards. 

Le logarithme de la tangente tabulaire aura donc pour expression 


log 10 milliards -log7 = 10 + log 7—10+-0,845098 = 10,845098. 


Cherchant ce logarithme dans les tables des sinus, on verra qu'il répond à 
un arc de 
90°96', division décimale, 
ou de 
81°52/, division sexagésimale. 


Pour trouver la valeur numérique de cet are, dans l'hypothèse du rayon = à; 
nous remarquerons que, dans cette hypothèse, la circonférence —6,283.... ; 
par conséquent nous aurons 


400° : 90°96' :: 6,283... : arc cherché 1,42... 
ou 
860° : 81°52 :: 6,283... : arc cherché— 1,42... 


De l'intégration par parties. 


297. En prenant la différentielle d'un produit de deux variables, par le pro- 
cédé indiqué art. 14, on trouve 


d.uv= udv ++ vdu; 
intégrant et transposant, il vient 
Judv=uv— fvdu... (19). 

C'est à cette formule que l’on rapporte les différentielles que l'on veut inté- 
grer par parties. 

280. Par exemple, si l'on ignorait quelle est l'intégrale de x”dr, on ferait 
a"—u, dr —dv, et l’on aurait 

uo— 2" X e=", odu=x X dr" =r X mx"-' dr. 

Substituant ces valeurs dans l'équation (19), on trouverait 


J'a"dr=2"t — frma” de =r" — m/x"dr ; 
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réunissant les intégrales affectées de "dx, on a 


(m+ 1) J2"dr—2"#; 


donc 


„mpi 
fe"dr= =c. 
. m1 


281. Soit encore 
Jdx log. v; 
en faisant log += et dr=dv, je trouve 


J'drlogz=2 log r—fdr= slog r — x 4C=(logx —1)r+C. 


282. Pour dernier exemple, cherchons à intégrer 


dry a°— r: 


V œ— r =u et dr —dv; 
nous obtiendrons d’abord 
Sd Va —#—=1y Fr … (20). 


Nous chercherons ensuite une autre valeur de 


Sr a — r: 


pour cet effet, en multipliant cette dernière expression par 


V a —x 
Ba o 
Va —x 


nous aurons l'équation identique 


en faisant 


Ps ade > pdr 
fdx P— rs — SEAL = e 
i Va — ai Va —x 


et, en effectuant la première des intégrations indiquées dans le second mem- 


bre, nous obtiendrons (art. 274) 


dx 
Sd Ver = are{sin =?) [= 5 ; 
KEP 


ajoutant cette équation à l'équation (20), nous trouverons 


2fdsy a —x=2y à — x + a arc (siu=Ÿ); 
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donc 
Sd a —+% = @— + + je aro[sin={ s}+c. 


On voit par ces exemples que lorsqu’en général on a une expression telle 
que /vdu, l'intégration par parties fait dépendre cette intégrale de celle de 
J'udv, et que, par conséquent, cette méthode d'intégration n’est pas toujours 
applicable. 


De l'intégration par les séries. 


283, Soit Xdz une différentielle dans laquelle X représente une fonction 
de x; si l’on développe X en une suite 


As“ —- Bz? + Cz” —- Ds + Er —ete., 
ordonnée par rapport aux expressions #, 6, y, etc., On aura 
SXde=/ (42% Baf + CaŸ Dr? LE Lete.)dr 


ae HO pêt ct pèt pH 
ne + TNT zpi EET ET re ne ri 


284. Prenons pour exemple 3 E, qui est la différentielle de log (a-}- x) : 


Tr à 1 a SON 
on écrira ainsi cette fraction : ——X dr, et il s'agira d’abord de trouver le 


a-a 
f 1 oa ; 
développement de 3 Dr: ce que l’on fera au moyen de la division ; ou plutôt 
on le déduira de cette formule facile à retenir, 


st, etc... (21) (**). 


g? 


A g E x 

En effet, si l'on change z en — 3 dans cette équation, on a 
1 

a 

j Pet Li 

ME 


=l LA iNe co. 
= alta & j 


(*) Si l'un des exposans «, &, y, etc., élait égal à — 1, on intégrerait par logarithmes le terme 
qui en serait affecté. 
(**) On a trouvé ce développement en effectuant la division de 1 par 1 — z. 
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multipliant les deux termes du premier membre de cette équation par a, et 
divisant ensuite toute l'équation par a, on obtient 


1 RE ARS 


~ 
apr a — AI = tete... (22); 
par conséquent | 
dx L rm LE 
SÆ =f| -4+5 5+ ete.) de; 
et, en intégrant chaque terme en particulier, on obtiendra 
dr 2 P a ai ' 
JÆ- — e FC... (23); 


et, en remplaçant le premier membre de cette équation par log (a +- x), inté- 
grale trouvée en faisant b—1, dans la formule de l’art. 272, on aura 


£ a? a at fe 
log (ax) = PRÉ + BTE T etc. C.... (25). 


Pour déterminer la constante, nous remarquerons que lorsque :—0, cette 
équation se réduit à log a—0—-C; substituant cette valeur de C, l'équa- 
tion (24) deviendra 


s P g ań 
log (a+x)=loga+T— at Fi — Ta t ete. (*). 


285. Pour second exemple, cherchons à intégrer par les séries —— : en 


= 


écrivant ainsi cette différentielle Tp X dr, il s'agira de trouver le déve- 


(*) Observons qu’en déterminant ainsi la constante, on ne la regarde plus comme arbitraire, 
puisqu'elle est nécessairement égale au logarithme de a, quand on fait x = 0, dans l'équation (24). 


> : À dx 
Là où cette constante a pris une valeur déterminée, c’est lorsqu’au lieu de JE , nous avons 


mis log (a+-x) ; en effet, l'équation (23) nous montre que —— as 


a+x 


C + Z ga LL elc.; or, la suite log a +? = — pa +etc., qui est le développement de log (a+-x), 


est un cas parliculier de la suite précédente; c’est celui où C = log a. Ainsi, lorsqu'on a mis 


est, en général, la différentielle de 


log etai à la place de SJS apa’ c'est donc comme si l’on eùt choisi parmi toutes les suites qui sont 


dæ 
l'intégrale de —— at celle où la constante est égale à log a. 


Cette remarque peut s'appliquer aux autres expressions que nous allons intégrer par les séries, 
L 
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loppement de —— Er + Pour cela, en comparant cette expression à p; nous 
aurons z= — +; substituant cette valeur dans l'équation (21), nous trouve- 
rons 
1 ë 
Er — F — 24 — a-p ete... (25) ; 
donc 


dx D Š j 
Ji- LE — got ete. +C, 
ou plutôt, art. 276, 
PoP a 
arc (tang = +) = x — 5 Fg — g tete. FC... (26). 
Quand z=o, l'axe devenant nul, on a C—0. 


286. Si la tangente est plus grande que l'unité, les termes de cette série 
allant en augmentant, on ne pourra donner une valeur approchée de l'arc; 
dans ce cas, on obtiendra une série descendante en opérant ainsi : on fera 


1 : 
r= z dans Péquation (25), ce qui la changera en 


T = |= S T þete.; 


multipliant les deux termes du premier membre par 2°, on aura 


æ 1 1 1 
Es NN SN LS 


divisant toute l'équation par +°, on obtiendra 


done 
dx 1 1 1 1 
spi= Ê -ata atete) à 
et, en effectuant l'intégration de 


arc (tang =z)= SAA gaH eto. H C.a (27). 


Pour trouver la valeur de la constante, nous ne ferons pas + —0, car cela 


(*) On parviendrait directement au même résultat en divisant 1 par 4° + 1. 
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rendrait les termes du second membre de l'équation (27) infinis; mais en fai- 
sant v=% , l'expression arc (tang=—x) sera égale au quart de la circonfé- 
rence, et l'équation (27) deviendra + circonf. = o —- C; et en représentant 
par +7 le quart de la circonférence, dur ai nous donnera 


arc (tang = 1t) =} 7 — Se a ra — etc. 


287. Pour intégrer par les séries 


+ 
2 


adr, 


== (1-1) 

on développera (1 — a”) *, par la formule du binome, de la manière suivante : 

on calculera de les coefliciens du développement de (1 — 2°)”, dans l'hy- 
pothèse de m= — +, en écrivant pour former ces coeficiens, 

m—1 m—2 m—3 

G VS EE © 

et, en changeant m en — }, ces expressions deviendront 

1 3 5 7 
a a A E ai 


etc. 


Fe ere i 5 i 
Multipliant successivement — gPar—-, Par— gp etc., on formera les coeffi- 


ciens qu'on mettra à la place de A, de B, de C, etc., dans cette équation 


(1 =r) 7 1 — Ax? -Brá — Cr? + etc. 
ce qui donnera 


= a e pR a h ote. 
Vis Tta tir Pare 


et en intégrant l'équation 
dx + 3 5 
liini thieu 


on trouvera 


1325 183857 
arc (sin—2)— jatii p, y g torg gF ete... ... (28): 
nous ne mettons pas de constante, parce que lorsque =o, l'arc dont le sinus 
est x s'évanouit. 


288. 11 y a des cas où, pour déterminer la valeur de la constante, on ne peut faire ni x = 0, 
ni £ = œ , Soit, par exemple, 


dx s PRE der sya _ dr 1 -i 
a = — 1) =e (1-4 rir= (1-5) ; 
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en posant 
m—1 m—2 
m, d 3 cE etc., 
et faisant 
1 
m = — P? 
on trouve 


d'où l’on conclut, comme dans l’art. 287, 


dx dx 11 1 
= 2C+ 


et en intégrant, on trouvera 


d'une autre part, 


dr ni ls z+Væ—i 
Vr—1. PRES sVr 


= Va 


fin 1); 
ip ogl +V x—1); 


donc 
—— 4:2 15 
log (x +V TZ) = log x — Faze a'i A — etc... (29). 
Pour déterminer la constante, on ne fera pas x = ©, puisque alors log æ deviendrait æ ; d'une 


40 7 : Hs rate S 
autre part, on n’égalera pas zà zéro, car les termes log £, 3° 3x etc., deviendraient infinis; mais Si 


l'on suppose x = 1, l'équation (29) deviendra 


4 2 4-51. 1:55 1 
oea Pme Or dir de aS Lo 
ce qui donne 
4 «4 /4 51, 4 5151 
C=gstssita secte 


289. La formule (28) peut servir à trouver une valeur approchée de la cir- 


conférence ; car en faisant x = 2 elle se réduit à 
. PERRE ERTE | 
sens) sas terre tigre es 
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> étant égal à la moitié du côté de l’hexa- 


or, le sinus qui a pour expression 
gone régulier, comme ce sinus répond à la douzième partie de la circonfé- 


rence, nous aurons donc 


circonférence 1, 111 1811 , 186511 ; 
age tarse HITET T de 


et par conséquent 


LE 1 3 E 1351 1 
cironférence = 123 +53 3 atl TTE atHrreTEt etc. ; 


si l'on prend les dix premiers termes de la suite 


jii 
ataga tete 


on trouvera 
0,52359877 ; 


donc 


à circonférence —6(0,52359877) —3,14159262, 


valeur dans laquelle l'erreur ne porte que sur le dernier chiffre décimal, qui, 
comme on le sait, devrait être 5. 


290. Nous avons trouvé, art. 284, 
a 3 
w a Éa 
log (a-} x)= log a - —— + — etc. 
glar)=tog a+ -ti 
Cette série étant peu convergente, faisons r= — v; nous-aurons 
T æ? 
log {a—x) — log a — ne 


retranchant cette équation de la précédente, cela nous donnera 


(ax) — log (a — r)— a(z PTET etc. 


etc. ; 


log (2 pee = a(z + etes je (30). 


291. Pour déterminer, par exemple, à l’aide de cette formule, le logarithme 
de 2, on supposera 
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par conséquent, 
a- z=92, a—r=l; 


donc 


substituant, on aura 
l Í l Li \ 
log 2 = 2 + gas tete) 


En se bornant aux dix premiers termes de cette série, réduite en décimales, 
on déterminera la valeur du logarithme de 2; triplant ce logarithme, on aura 
celui de 2 ou de 8. Si d’une autre part on calcule par la formule (30) le lo- 


i 10 7 ; \ A 
garithme de —, et qu'on ajoute ce logarithme à celui de 8, on aura le loga- 
5 3 q J & 


rithme de = X 8—log 10. On voit que, par des procédés analogues, la for- 


mule (30) donnerait tout autre logarithme; mais il est à observer que ces 
logarithmes sont des logarithmes népériens. Pour en déduire les logarithmes 
tabulaires, si nous représentons par La le logarithme tabulaire d’un nombre a, 


La P Aa r ` 
nous aurons a = 10  ; prenant les logarithmes népériens, cette équation 
nous donnera 


log a =log 10 pe La log 10: 


et par conséquent 


c'est-à-dire qu'un logarithme tabulaire d’un nombre est égal au logarithme 
népérien de ce nombre, divisé par le logarithme népérien de 10. 


292. On a trouvé une série encore plus convergente que celle qui nous est donnée par la for- 
mule (50), pour déterminer un logarithme, Voici de quelle manière on peut la déduire de cette 
formule : 

En divisant a + x par a — x, on trouve 

a+r 2x 
tr iy 


a—x a— x 


3 
£ v r 2x i 
représentons par — la fraction rer ; on a l'équation 
z = 
2+v 


? 


v 
aa EFF 
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et, en multipliant par a—x, il vient 
av Le 
a+r=a—x Qu - 
tous les x étant transposés dans le premier membre, on obtient 
a 


22 + ; 


3 


mullipliant par 3, on trouve 
23x + vx = av, 
et par conséquent 
v 
a dv? 


8 


+ 


n a 
substituant les valeurs de 2 


w g 
Te! de à dans la formule (50), on a ce résultat : 


; (+ ”)= aa (+t sert SEFT +ete.), 


et enfin, 


v v? v 
log (3+v) = log 3 +2 Gr taastu sapor +ete.) . 


Par exemple, pour avoir le logarithme de 2, on fera v =1, z= 1, et par conséquent log z = 0; 
substituant ces valeurs dans la formule précédente, on obtiendra 


1 
log 2 =: (} + HE +ete.). 


Il faudra diviser ce logarithme par le logarithme népérien de 10, art. 291, pour avoir le luga- 
rithme tabulaire de 2. 


De la méthode des fractions rationnelles. 


293. Proposons-nous d'intégrer l'expression 


Pr" Qxr"-1...LRr—S a 

P'a" Qt... Ras" 
dans laquelle le multiplicateur de dx est une fraction rationnelle ; nous allons 
démontrer que, dans l'expression donnée, on peut toujours supposer que n 
surpasse m; car, si cela n’était pas, l'intégration pourrait être ramenée à celle 


d'une différentielle de même forme, dans laquelle la plus haute puissance de x 
du dénominateur surpasserait la plus haute puissance de v du numérateur; 
pour cela il suffirait d'effectuer la division comme dans l'exemple suivant. 
Soit 
Pas Qu Res 
Q'a-LR'r+S" ? 
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en divisant d’abord tous les termes par Q’, on aura 
artar tarte, 
a? he y g + 


faisons 


P Q S 
= pr T= ee À € R“; 4 =$", 
Q 5g g 
R’ S 
j =R", = = s”: 
. Q Q ? 
nous aurons 
Pg? + Qae Rx 1sS" 
22 -R "x + g à 
On effectuera la division de la manière suivante : 
p” a +0" a LR" æ+-S" az Rp" a: +S” 
oe P'235— R” P'27— PS” r P'x-LM 
1e reste. (Q"— R” Pje- R'—P"S")x+S" 5 


représentons par M et par N les coefliciens de 2° et de x, 


le 1° reste devient  Mx°+-Nr+S". 
Suite de la division —Mx—MR'""'z—MS"", 
Second reste (N—MR”)r--S”—MS" ; 


on peut représenter ce dernier reste par Kx+-L, et alors on a 


PañLQr RS, ow (KaL)dr | 
Ti AS 2 2 


et en intégrant, on obtient 


Pa QE Res 
QE Rr TS ge 


(Kr—-L)dr i 
+z a? LR": ES" Lis 


ainsi la question est ramenée à intégrer 
(Kr—-L) dr 
22 RS" 


294. Il résulte de ce qui précède que, quelle que soit la fraction ration- 
nelle que l’on considère, son intégration peut toujours être ramenée, dans le 


http://rcin.org.pl 


MÉTHODE DES FRACTIONS RATIONNELLES. 157 


cas le plus général, à celle de 
Pz-tLOr"-2. Sek Re de PA 
P'a” + Qt... HR w- 

En regardant le dénominateur de cette fraction comme le produit d’un 
nombre n de facteurs tels que #— a, x—b, x —c, etc., ces facteurs peu- 
vent être réels ou imaginaires, égaux ou inégaux. 

Pour commencer par le cas le plus simple, nous les supposerons réels et 
_ inégaux, et alors nous opérerons comme dans les exemples suivans. 


g pe Da 0 adr ; ; à 
295. Proposons-nous d'abord d'intégrer +" a décomposant le dénomi- 


nateur en ses facteurs, on écrira 
adr adx ; 
a — a (v—a) (x a)’ 
et l’on supposera 
adx 


(@—a) (4a) -5 £ star Jar. (81). 


A et B sont deux constantes qu’il s'agit de déterminer. Pour cet effet, rédui- 
sant le second membre au même dénominateur, on obtiendra 


adx _ (Ax Aa Br— Ba) dx 
(z—a) (v-a) (x — a) (x <a) ` 


Supprimant le diviseur commun (x — a) (x -+ a), et le facteur dr, il restera 
a= As 4 Aa -}-Br— Ba.... (32); 
et, en ordonnant par rapport à x, on aura 
(A -}B)s + (A — B— 1)a=0. 

x ayant une valeur indéterminée, ainsi que le suppose (*) la différentielle pro- 
posée, cette équation a lieu, quel que soit x; par conséquent, d’après la mé- 
thode des coefliciens indéterminés (voyez note 6°), on égalera séparément à 
zéro les coefficiens des différentes puissances de x; ou, ce qui revient au 
même, on égalera entre eux les termes qui, dans l'équation (32), contiennent 
les mêmes puissances de x, et l’on aura 

. A+B=0, (A—B—1)a—=0; 
ces équations donnent 


(*) En effet, la caractéristique d, qui précède x, annonce que x est considéré comme variable, 
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En substituant ces valeurs dans l'équation (31), on aura donc 


et en intégrant, on trouvera 


pi ame -=+ log (x — a) —; log (x—-a) +C, 


22— a’ 


et par conséquent 


JR = (EE) +e 


3 "2 
1 @ bx À 
Pour second exemple, prenons la fraction en dx : les facteurs du déno- 


minateur sont v et a° — x? ; etcomme u’ — x° se décompose en (a —x) X (a—-x), 
les facteurs simples du dénominateur sont v, a — x, et ax; donc l'expres- 
sion à intégrer est 
a? ti 
x(a — x) FE T bd 


je fais 


abe Le B c 
æ (a — v) (a +2) z Fa = ne ax : (PA 


réduisant ces fractions au même dénominateur, il vient 


a br” __ Au’ — Aa +- Bar + Br- Car — Ca? 
æ(a— x) (ax) æ(a— x) (ax) i 


égalant entre eux les coefficiens des mèmes puissances de v, on aura 
B—A—C=b, Ba+-Ca—0, Aa =, 

La troisième de ces équations nous donne A =a, ce qui réduit la première à 

B — C—a—-b, et comme la seconde donne B4-C—0, on obtient, en prenant 

successivement la somme et la différence de ces deux dernières équations, et 

en divisant par 2, 


pi, c= a+-b 


3 ? 
mettant les valeurs de A, de B et de C, dans l'équation (33), on trouve 
a be, d b a-b 
Tae =m ire — À — a Kia 2 — 5; r dx; 
ax — r’ 2 (a — +7 2(a + x) 
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donc en intégrant, 


[= +br di—alogx — Éd aie (a— +) (*) — RER log(a+-x) + 


1 
ax — r’ 2 2 


— a log x — CED Frog (a — a)-Hlog (ax) ]4C 


= a log x — Lx log (a — x) (ax) -4-6 


=a logs — CHP log (a — x?) +- C 
=a log v — (a+ b) logy a — x +-C. 


296. Pour troisième exemple, soit LM: dr. 
22 — 6x +8 
Comme il s’agit d’abord de décomposer le dénominateur en facteurs du pre- 
mier degré, nous remarquerons que si l'on a une équation de même forme, et 
représentée par 3° — 638 — 0, et qui soit satisfaite par les valeurs z — 2 
et z = 4, on sera en droit de conclure qu’elle équivaut au produit (z — >) CT 
(5—4)—0. Or, en effectuant la multiplication, on voit que quelque valeur 
que l'on attribue à z, le produit sera toujours = — 6z- 8; donc, lorsqu'au 
lieu de z, nous mettrons x, nous aurons encore 
(x —2) (x — 4)— 2 — 67 +8. 
Par conséquent, quelle que soit la valeur du polynome x? — Gr-L8, il peut 
se décomposer en facteurs comme s’il était égal à zéro. 
Ayant donc trouvé que les racines de l'équation x° — 6x  8— o sont 2 
et 4, nous écrirons 
TE st: SEP CS T 
a? — 6x + 8 x—2 | x—} 
et en supprimant le facteur commun dr, ce que nous aurons toujours soin de 
faire à l'avenir, nous trouverons, après avoir réduit au même dénominateur, 


37— 5  _Ar—4At+Br—2B 
D —65+8  2—67+8 ? 
égalant entre eux les coeficiens des mêmes puissances de x (voyez la note 6°), 
on obtiendra ces équations de condition, 


—B—=—44—2B, 3—A-LRB, 


(* Pour prendre l'intégrale de Leur, comme la différentielle de a — x est — dx, il faut 


écrire 
_ (a+b dx 
2 a—x 
í ? ( ) 
et l'on voit que l'intégrale sera — SJ F2 log (a — x) + C. 
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d’où nous tirerons 
B=; A=—;; 


mettant ces valeurs dans l'équation (34), on trouvera 


3x — 5 1 dr de 
sbabi n aires HS DE AA IN 


=e Log ts — 2) +C. 


297. Prenons encore pour exemple 
JO” Re 
a- has — b ` 
égalant le dénominateur à zéro, et résolvant l'équation, on trouve 
a az —b=(x+ 244 4a+b) (x +20 — V ha Ep). 
Pour simplifier, représentons ce dernier produit par 
(1+K) (z+ L); 
nous supposerons donc 
æ TT. S i B- 
a 4asr—b  x+K ' x+L’ 
réduisant le second membre au même dénominateur, nous trouverons 


mt Ax—LAL Br BK 
a hav — D cn | aLdar—b ? 
d'où l’on tire 
AL-LBK—0, A—-B=—1, 
par conséquent 
K L 
shit 1 Da = 
done 
xde 


a+ hax — b’ br 


ose) —  lo8(x+-L)+-C. 


298. En général, soit 
Pz”- Qu... 7: “+RTS a, 
Qu. CREER i 

une fraction rationnelle dans laquelle les facteurs du premier degré du déno- 
minateur sont supposés inégaux ; on résoudra d’abord l'équation 

a LQ'r"-1... LR'r+S —0; 
et ayant trouvé qu’elle est le produit des facteurs x — a, x — b, x —c, etc., 
on écrira 

Pr”-1 LOzx"- Rr+S A B C 
RTE ce mt PES rea a e TRE 
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En réduisant au même dénominateur le second membre de cette équation , 
chaque terme du numérateur de l'une des fractions devra être multiplié par 
le produit des dénominateurs des autres, c'est-à-dire par un polynome en v 
de l’ordre m — 1 ; done le second membre de cette équation sera un polynome 
composé de m ‘termes. Il en résulte que si l'on égale entre eux les coefliciens 
des mêmes puissances de x, on aura m équations de condition pour détermi- 
ner les coefliciens A, B, C, etc. Ces coefliciens étant connus, on n’aura plus 
qu'à intégrer une suite de termes tels que 

Ad Bdr 

z, etc.; 


s—a z—b 


l'intégrale cherchée sera donc 
A log (x — a) 4-B log (x — b) -}ete. +-+. 

299. La méthode que nous avons suivie, lorsque les racines du dénomina- 
teur sont inégales, ne peut servir, si parmi ces racines, que nous supposerons 
toujours réelles, il y en a d’égales. En effet, nous avons vu que, dans l’hypo- 
thèse des racines inégales, on pouvait écrire 


Mo Ei IS Guen Pt i 
{x — a) (x —b) (x —c) (x — d) (x —e) 
A B C D E 
i e N E a E m merat 
gb ' v—e ' ar EA EA, 


l iaai i 
si plusieurs de ces racines étaient égales, si, par exemple, on avait a=b=c, 
l'équation précédente deviendrait 
Pr ete. ARE mines | Le à E 
(x — a) (x — d) (x —e) za VÙs—d \3x—e 

Alors, en réduisant le second membre au même dénominateur, A-B-C 
pouvant être considérés comme une seule constante A’, on voit que les trois 
constantes A’, D et E ne pourraient suffire pour établir les cinq équations de 
condition qu'on doit obtenir en égalant entre eux les coefliciens des mêmes 
puissances de x. 


300. Pour éviter cet inconvénient, cherchons à décomposer la fraction 
Prá- Qz- ete. 
(x — a} (x — d) (x —e) 
en un autre assemblage de fractions, qui, réduites au même dénominateur, 
puissent la reproduire. 
Supposons donc 
hj Prí- Qr’ etc. FE A—Br—+Cz , D fie E 
(x—a} (x—d) (x —e) (e—a xd" s—e 
De cette manière, en réduisant le second membre de cette équation au même 
dénominateur, nous aurons un polynome en v du quatrième degré, qui renfer- 


mera cinq constantes arbitraires; ce qui suffira pour établir l'identité des termes 
ÉLÉMENS DE CALCUL DIFFÉRENTIEL. 21 
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affectés des mêmes puissances de x. Maintenant je vais démontrer que le terme 
AL Br Ca’ 
(# — a) 


… 


peut se mettre sous la forme 
A’ B’ : € 
D 
@— a pa ‘ G&—a) 
A", D’, C’, étant des constantes indéterminées. Pour le prouver, soit 


E TE 
z a= 3; 


on a 
s=sz-}a; 
donce 
A--Br+ Cr? _ A—-Ba+- Ca’ -+ Bs + 2Cas + Cz 
DAT L'ONU ET T0 DUT 23 
AL Ba-LCa , BL9Ca , C 
mr RE LS 


mettant la valeur de z dans cette équation, on obtiendra 
A- Br Cr _A-Ba+-Ce | B—+2Ca c 
(z—a}.  (æ—a? (z — a) AS z— a? 


résultat de la forme prescrite, puisque A’, B’, C’ sont des constantes. 
Cette démonstration pouvant s'appliquer à une équation d’un degré plus 
élevé, concluons qu’en général on peut supposer 
Prm-1LOQz"-2,.. LRr ts + 
EE “7 NDS 
A" 
=p + Lie — 0j +; 


Il résulte de ce qui précède, que pour intégrer l'expression 


Pr#Lete. 
e—a p-de 
on, écrira 
____ Pæt ete. 
(v — a) (x — d) (x —e) 
n A NU M ODE A, A 
Spay t py ea pey te 


réduisant les fractions au même dénominateur, on déterminera les constantes 
A, A’, A”, D, E, etc., par le procédé que nous avons déjà employé, et lon aura 
ensuite à trouver les intégrales des expressions suivantes : 
Adr A'dr A"dr Ddr Edr 
{@—a) (e—a) z—a" (r—d) (x—e)’ 
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pour intégrer les deux premières, comme dx est la différentielle de l'expression 
x — a, renfermée entre les parenthèses, nous supposerons (art. 270) x — a= z, 
et nous aurons 


* Adr Adz L'or 2 A A 
D et ns pe 7 


S A'dz = [F Svim tm A . 
(x — a) g? K 3 æ—a 


à l'égard des trois autres, elles s’intègrent par logarithmes; done enfin 


Prá Qu ete.) d: A ARE 
: £ piai Te ee yy hH log (r —a)-Dlog(x—d) 


— E log (x —e) +- constante. 


301. Prenons pour exemple la fraction 
2ardr. 
(x-ta}? 
nous aurons 
Jar A A’ 
ne Un ee LR EE PES 3 
(+a) (4a? ' s+ a 
réduisant le second membre au même dénominateur, et supprimant ce déno- 
minateur commun, il reste 
2ax— À -A's A'a, 
d'où l'on déduira ces équations de condition 
2a =A', A—-A'a—0; 
elles donnent 
A = 2a, A=:— 2a; 
par conséquent 
2ardx " 2adr 2adx 


Ga epa Copa (88) 
Pour obtenir l'intégrale, remarquons que dx étant la différentielle de za, 
nous pouvons (art. 271) supposer v-a =z; donc 
2ardr 
Ga} 
intégrant la première fraction du second membre par la règle de l’art. 262, 
et l'autre par logarithmes, nous obtiendrons 


fe mL da logé LC: 


= 


= — 24° Aphis, 


et, en remettant la valeur de z, 

2ardr da’ 

—— =- 2a log (a j-r) -+C 
fé u ar F g(a -}-2)+4 
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302. Pour second exemple, cherchons l'intégrale de 
dr i 
en égalant à zéro le dénominateur, on voit que tous les termes se détruisent 
dans l'hypothèse de v=a; donc l'équation 2° — ax° — ax af est divisible 
par x — a. En effectuant cette division, on trouve pour quotient 2*— 4°; ainsi 
la quantité à intégrer est 
wdx Je 7. was dut: a dx 
(a@—a)(x—a) (x—+a)(r—a)(r—a) (r—a) (ra) 
Nous supposerons done { 
aa A N B s 

eee ea tre rpa (9; 

réduisant le second membre au même dénominateur, on obtient 
m A (x-a) A' (r — a) -HR (r — a) 

(o —a (Fa) (za) (x—a) t 
développant et égalant entre eux les coefficiens des mêmes puissances de v, on 
obtient ces équations de condition, 

A’ B—1, A—2Ba—0o, Aa— A'a—Ba—0.…. (37). 

Si l'on multiplie la première par a, et qu’on l’ajoute à la troisième, on aura 
Aa—-2Ba = 0°; 
celle-ci, à son tour, étant ajoutée à la seconde des équations (37) multipliée 
par a, on trouve 
a'—%Aa et A—=:;a; 
mettant cette valeur de A dans la seconde des équations (37),"0n obtient 
B=}, 
et par conséquent la première donne 
LOR N 
Sp 
au moyen des valeurs de ces constantes, l'équation (36), multipliće par dr, 
devient 


A=1— 


xder 2 adx ; 3dr 4 dx 
(e—a; (ea)  2{— a) À (ru) 4 (v-a) 


Rene adv : i 

Pour intégrer Tea” nous ferons x — a = 3, et cette expression deviendra 
s(T— a 

adz az”? 


= a dz, et aura pour intégrale, art. 262, 
as" a a > 
H 2 20)’ 
done 
dr a 3 1 
RS RÉEL OS Ve OR Hea TES Le z À Pè 
Sr E E Y E log (x — a) - 3 log (x -~ à) “constante 


(r — a) 
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303. On opérera de la même manière si, dans le dénominateur, il y a plu- 
sieurs groupes de racines égales. Soit, par exemple, 
adx adx 
e= piep 
nous aidia 
B 


pepi tte GES ru 
et, en réduisant au même À reve nous trouverons 
a Ar 1} LL A'(r—1) (r-+1} Bet} -B'r 1) (1—1) 
epeo Gi) (Ge i 


supprimant les dénominateurs et développant les numérateurs, nous trouve- 
rons ces équations de condition : 

A LB = o, 

A + A B— PB 0, 

2A — A’ —2B — B' 0, 

A— A +BB a. 

La première de ces équations réduit la troisième à 2A— 2B—0, donc 

A=B; la seconde réduit la quatrième à 2A+2B—a; de ces équations on 


a : ʻ £ 
conclut À = is B, par conséquent la quatrième devient B' — A'—; a; cette 


équation étant combinée avec la première, on trouve 
, a nAg 

€ A'—— T p= X 

Au moyen des ia de ces constantes, la pire proposée devient 
dr da 
za a[n (x — pY F 5 tr 

On intégrera les deux premières de ces expressions par les règles des art. 270 
et 262, et les autres par logarithmes, et l'on trouvera 


LES =}a -=-= — log (»v—1)-+ log (rx 1) |c. 


304. Avant que d'examiner le cas où le dénominateur contient des racines 
imaginaires, faisons quelques observations sur ces sortes de quantités : consi- 
dérons d’abord l'équation 

apr +q—0..…. (39), 
et cherchons les conditions nécessaires pour que les racines de cette équation 
soient imaginaires : en la résolvant, on trouve 


1 y 
z=— zP t Tg 


http://rcin.org.pl 


166 CALCUL INTÉGRAL. 


La première condition nécessaire pour que cette valeur de v soit imagi- 
naire, est que le dernier terme de l'équation (39) soit positif; car, s’il était 
négatif, l'expression — q, qui est sous le radical, changerait de signe, et le ra- 
dical n’affectant alors que des quantités positives, æ ne pourrait être imagi- 


RE: PESIS ' SAA NT ND 3 1 
naire. Cette condition étant remplie, x sera imaginaire, si q surpasse ze 


L’excès de q sur f étant alors une quantité essentiellement positive, repre- 


sentons-le par ¢, puisqu'un carré est toujours positif : nous aurons 
í 1 
nd A RE 
faisons à = « pour éviter les fractions, cette équation deviendra 
q=e+r; 
substituons ces valeurs de p et de q dans la proposée, nous trouverons 
ajar- a-t eo... (40). 
Cette équation étant résolue, donne 
T——« Es — Fas (DS 
ses deux racines sont donc 


—a+8 /—1 et 5 TTL 


ce qui montre que ces racines sont disposées par couples, de telle sorte que 
l’une, étant connue, fait connaître l’autre en changeant le signe ĝẹ la partie 
imaginaire. 


305. En général, une équation peut avoir plusieurs couples de racines 
imaginaires, et chaque couple donnera lieu à un facteur du second degré, de 
la forme 


2H ar up. (42). 
306. Quelquefois les racines imaginaires sont égales, au signe près; c'ést ce 


qui arrive lorsque :—0; alors, l’une des racines est 8 — 1 et l’autre 


— ê de - 1, et le facteur (42), du second degré, se réduit à à +2. 


307. Pour donner un exemple d'une équation dont les racines sont imagi- 
naires, je prends l'équation 
a? — Gar 104 =0; 
en la résolvant, je trouve 


a =3a+ y4 = a p=; 
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comparant cette valeur de x avec l'équation (41), j'ai 
—4a—3a, P=; 
donc, dans le cas présent, l'équation (42) devient 
2° — bar- 9a La. 
308. Au reste, quand on a une équation telle que 
24 12—0, 
dont les racines sont imaginaires (*), on peut la comparer immédiatement à la 
formule (42), et l’on a 2a= 4, donc «= 4; si l’on retranche 4 de 12, il reste 
8 pour £’, et l'équation proposée peut se mettre sous la forme 
2 4x Lit 8—o. 
Le terme 8, à la vérité, n’est pas un carré parfait; mais alors on le regarde 
comme celui de /à. 


309. Occupons-nous maintenant de l'intégration des fractions rationnelles 
dont les dénominateurs renferment des facteurs imaginaires; et, pour com- 
mencer par le cas le plus simple, considérons celui où il n’y a qu'une couple 
de racines imaginaires dans le dénominateur : supposons, par exemple, qu'après 
avoir décomposé le dénominateur en ses facteurs, on ait trouvé 


P—+Qr+Rr +Sr etc. 


(x — a) (x —b)... (x —hù) (: geste e 


Le): 


on égalera, comme nous l’avons déjà fait, art. 300, cette fraction à cette suite 


de termes : 
Adr , Bdr Hdr , Mx Ta T 


PE ED 0 TET Der La a’ -jê 


et ayant déterminé les constantes A, B... H, M, N, par le procédé que nous 
avons employé, tous ces termes, hors le dernier, s'intégreront par logarith- 
mes; à l'égard de ce dernier, il s'intégrera de la manière suivante : 

On remarquera que x° + 24x24" étant un carré parfait, le terme à intégrer 
peut s'écrire ainsi : 


Et, en faisant v-}-« =z, il devient 
Mz -t N — Ma 


RE JE 


ds; 


(*) On le reconnaît lorsque les conditions de l'art, 304 sont remplies. 
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et, en nommant P la partie constante N — Ma, il se réduit à 


cette expression se décompose en celles-ci : 


Mzdz + Pdz 
z-e z? He” 


Pour intégrer la première, nous observerons que zdz étant la différentielle de 
3-6, à un facteur constant près, on peut, art. 271, supposer 3° +6 =y, 
ce qui nous donnera, en différentiant, 


ads = —; 


2 
s : Mdy 4 
substituant ces valeurs; nous obtiendrons p dont l'intégrale sera 
M M M ? 
3085 log (374?) = log [(x+- 2} + €] 
= log (a+ Bar + + 


= M log (27 + Dar + 2-4- Gaja 
=M log y aara. 


F A: Kg 
A l'égard de l'expression ——, en divisant ses deux termes par 5, elle peut 


2 
zF 


se mettre sous cette forme : 


dz 
P 8 
8 2 Fa 
#4 
et l’on voit que son intégrale est i 
P [ 5 N— M2 à +) 
gare (aug = ) =p arc ons is SE 


donc, enfin, 


H Mx-N 
f3 -+ Dar + ajg? ds 


=Miogy Pp iape pep are [rang = ZES). us. 


a—-bx ; : 
310. Prenons pour ar la fraction - Le dx : le dénominateur ayant 
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r — l pour facteur, nous trouverons l’autre facteur par la division, et la frac- 
tion proposée pourra se mettre sous la forme 
a t bx 
(x — @—1) EI 


x +1 étant le produit de deux facteurs imaginaires, ainsi qu'on peut 
le reconnaitre en résolvant l'équation x 1—0, nous écrirons 


j a—+-bx MrHN 
=I) e FsF l) 21 pepi’ 
nous trouverons 


réduisant au même dénominateur et opérant comme nous l'avons indiqué 


ab 
A= 


A 


M. Lo me Me 


3 ? 


nous décomposerons ensuite le facteur set en facteurs simples, en 
le comparant à l'expression (42), ce qui nous donnera 


2x — l, -He l, 


— 2a 
et par conséquent 


substituant ces valeurs et celles de M et de N, dans l'équation (43), qui nous 
donne la seconde partie de l'intégrale, et observant que la première est 


Adv 3 Tt 
A a 
nous trouverons 


a-}-bx) dx _a-+b 
f! ekinde 5 log 


log (x— 1), 


311. 


Lorsque la fraction aura dans son dénominateur des facteurs imagi- 
naires égaux, elle contiendra un ou plusieurs facteurs du second degré, de la 
forme (2° + 24x- 2 -}- 6)”, suivant qu’elle renfermera un ou plusieurs groupes 
de facteurs imaginaires égaux. Le facteur 

(r — Jar + a? + 3 


62)P 
ÉLÉMENS DE CALCUL DIFFÉRENTIEI 
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correspondra à cette suite de termes 
H-4 Kr H+Kx 
pia pepy e pape Fe 

i H” -H K”7 H,+K;x 
ayant opéré de même pour les autres groupes de facteurs égaux, on déter- 
minera les constantes 

RAR OK CH KG, ‘605; 

comme précédemment. 

On multipliera ensuite par dr, et il ne s'agira plus que d'intégrer chaque 
terme séparément, ce que l’on pourra toujours faire lorsqu'on saura intégrer 
le premier terme de la suite (44) multiplié par dx, puisque tous les autres sont 
de même forme. Pour cet effet, nous écrirons ainsi ce terme : 

H -Kv 
FFF” 


faisant x = z, il deviendra 


(44); 


et, en nommant M la partie constante H — K«, on aura à intégrer 


M -+ Kz 
Cette fraction peut se décomposer en ces deux-ci : 
Kzdz Mdz 


(e g? (e + EP Esp 
Pour intégrer la première, comme zdz est la différentielle de ze, à un 
facteur constant près, nous supposerons 2° -#*—y, (art. 271), et nous aurons 
zdzs=+Żdy; substituant, on obtiendra 


fe 1 1 1 Ky- rs g Le ni En 
LE - dy = ° = — = = 
Sex =at F aK d= à 1—p —;K Ee 
1 =a 
TA 


1 
) (€ CETTE Ga 


312. Il nous reste à intégrer —— ; ou plutòt, 


(e-s L pye 
M (H 2)-Pdz.... (48). 


Pour parvenir à cette intégrale (note septième), nous la déduirons de celle 
de /(e-+z)’dz, de la manière suivante: 
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En diminuant l’exposant p d’une unité, c'est diviser par & +; par consé- 
quent, en multipliant en mème temps par la même quantité, nous aurons 
l'équation identique 

(sd (a) (042) dz; 
et, en exécutant la multiplication indiquée dans le second membre, il viendra 
(2 g? )Pds | (82) }P- ds + (8 z)P-12d3; 
intégrant, on aura 


Serd =6 (8 + a-d (e s)r-12dz3.... (46). 

Des deux intégrales qui sont dans le second membre de cette équation, nous 
laisserons la première sous le signe qui l'indique; à l'égard de la seconde, nous 
y appliquerons l'intégration par parties. Pour cela, en multipliant et en divi- 
sant par 2 l'expression (£-=")?-1245, nous l'écrirons ainsi : 


s (e -FH z)P-22dz.... (47); 


Las š 67»)? ` 
alors (2 -L)?-12:d2 sera la différentielle de eo ag de sorte que l'expres- 
P 
sion (47) deviendra 
z ez) 
3:1 ——; 
= F 
en la comparant à la formule (art. 279) 
Judov = uv — fvdu, 
de l'intégration par parties, nous ferons 
s epo 
y= 3 g = T 
et nous trouverons 


z Ñ nA (e? (e-z za)P (e> x) dz 
Jae+ z)P-'2zdz pme EE 


Substituant cette valeur à la place du dernier terme de l'équation (46), et 


mettant les constantes en dehors du signe d'intégration, cette équation (46) 
deviendra 


SE) ds= f(6 + æ)r-1 ds si (5 


Lez 


ED TE eV ds; 


transposant le dernier terme dans le premier ER et réduisant, on trou- 
vera 


/ V7 np 3 (6° gs}? 2 f'{ba 2\p-1 . 
p Sepad i CEEE Le fada 
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on tire de cette équation 
1 +2 
Jeep id= D eH ES erde; 


faisant p — 1 = — p, et par conséquent p = 1 —p, on a enfin 


SE) ds... (48). 


2 z2 )=, LE =. 2, gaj- a. 
JSE+x)7d:= — a pet te re 

Au moyen de cette formule, on fera dépendre l'intégrale de (2 -+ =)-? dz, 
d’une autre, dans laquelle la valeur numérique de l’exposant, au lieu d’être p, 
sera moindre d'une unité; par la même formule, on fera dépendre ensuite 
l'intégrale de (&4-z’)-(-1)dz, de celle de (£ + :°)-U-dz, ainsi de suite; de 
sorte qu'après chaque substitution, exposant de la partie intégrale diminuant 
d’une unité, il ne restera plus en dernier lieu qu'à intégrer l'expression 


(e+ gj- H E í 
or, nous avons vu, art. 276, que l'intégrale de cette expression était 


1 z 

gare (tang = :) 
On ne cherche pas à faire dépendre l'intégrale /'(#*Lz:")-‘d: de celle de 
J(e- zdz, quantité qui se réduit à z; car, si dans la formule (48) on faisait 
p= l, le terme 

+ 


SEL le CE 79 Le) -P4 
2(1—p) # 


ai i 
deviendrait infini. 


313. Il résulte de cette théorie que l'intégration de toute fraction ration- 
nelle ne dépend que de ces trois sortes de formules : 


: ARS ” dx 
te /z"dr = ; rf F (x La); 


g SE NE PE z 
- arc | tang = - }; 
mE T a BF 4)? 
c'est pourquoi on dit que toute fraction rationnelle peut toujours s'intégrer ou 
algébriquement, ou par logarithmes, ou par arcs de cercle, ou par le concours 


de ces moyens. 


314. Nous terminerons cette théorie par un exemple qui renferme tous les 
cas : soit donc la fraction rationnelle 


Pa” + Pa Xe à Ha P'z a"-2_L etc. d 
RAR”... SS. TT’. n S 
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dans laquelle on a 


o nés réels inégaux ; 


, facteurs réels égaux; 
T = a te ae Le 1 
T = a Lux ar Len, ? 


: facteurs imaginaires inégaux ; 


U = (24-242 La Le), 
U’ = (a 2x re rLe oh, j facteurs imaginaires égaux ; 


CO CR NE CU ON ON OR EC UD 0: 


on supposera 


Pop Lprym-2 Letc. À 7-9 € i 
ARR 85 TT UU T et Y 
+ + — © + parles + etc. 

(à — e)” im (x — e)"-? 


F F” 
bee + tes Te š + . 
i (x Ba y (x — Fi GR LE. etc 


GHz K-L'Le 
Se 
MN WN’ 
EE E E R Fe CAP € M E LT AT 
_ P4 Pa a £ 
Hy FRE TEL F5; MES Fr, Fe , FT 


, 


+ etc.; 


et ayant re au même bo on opérera comme nous l'avons expli- 
qué. 
De l'intégration des fractions irrationnelles. 


315. Lorsque dans une expression différentielle, qui contient des radicaux, 
on peut, à l’aide d'une transformation, faire évanouir les radicaux, l'intégra- 
tion sera ramenée à celle des fractions rationnelles. 
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On peut toujours faire évanouir les radicaux qui n’affectent que des quan- 
tités monomes : le procédé que l’on emploiera, pour y parvenir, sera le même 
que celui dont nous allons faire usage dans l'exemple suivant : 


Soit 
Æ AR ET +a 
it P plutôt 2 —— dx ; 
y sy z æ a — g? 
on réduira les exposans fractionnaires au même dénominateur, et ayant trouvé 
que le dénominateur commun est 6, on supposera x = 25, alors on aura 


y =>, y=”, dr —6:"ds; 


substituant ces valeurs, on trouvera 


ysr— ia ENE: 625 — Das 
3 z a z az 
———6:d3—— dz; 


2-1 * | Pcp 1—3 


on intégrera cette expression par la méthode des fractions rationnelles, et 
l’on substituera ensuite dans l'intégrale la valeur de z en x. 


316. Il n’en est pas de même lorsque le radical affecte un polynome ; cepen- 


dant on peut intégrer toute expression en +, qui renferme p A +- Br Ca”, 
c’est-à-dire toute expression de la forme 


F (x, Y AL Bx+Cx) dr. 


Il peut arriver deux cas : le terme C2? sera positif ou négatif; s'il est positif, 


on écrira ainsi le radical, 
À Bv 
Vey + gonr 


si ce terme est négatif, nous le regarderons comme le produit de -}- € par — +”, 
et alors le radical pourra se mettre sous cette forme, 


AVE +z T—%; 


pour simplifier, faisons 


nous aurons donc à intégrer les deux expressions 
F (z, y s Fora) )dz, F(z, y sbe — a )dz. 


Occupons-nous d'abord de la première. 
Notre but étant d'obtenir, par une transformation, les valeurs de v, de d? 
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et de y a br, en fonction rationnelle d'une nouvelle variable z, nous 


supposerons 


ye tapo zv (*).... (49), 
parce qu’en élevant au carré, les termes en +’ se détruisant, il nous restera 
entre z et v une équation du premier degré, de laquelle on pourra tirer les 
valeurs de x et de dv en fonction rationnelle de z. Elevant donc l'équation (49) 
au carré, et supprimant les termes en <°, on obtient 
a—-bx— 2x5 +3... (50), 

d’où l’on tire 

s — a B1 

a= i Mm $ 

b— 2z BA; 

au moyen de cette valeur, l'équation (49) devient 


z — a 
V br a = ——© +3; 
a+ + b—%3 F ? 

ou, en réduisant au même dénominateur, 

— (3° — bz—a) 

a+ br Ha = — ——.... (52). 
Il nous reste à déterminer dr en z : pour cela nous différentierons l'équa- 
tion (50), et nous obtiendrons 


bdr—2xdz + 2:dr + 2:dz, 


d’où nous tirerons 


(b — 2z) dr=2 (x z) ds; S 
et si l'on élimine le radical entre l'équation (49) et l'équation (52), on aura ej FA 
(3° — ba) A 
spm ENA, 
b— 2z ï. K 


substituant cette valeur dans l'équation précédente, on trouvera $ 
Y S 


%¥ 


b— 23 Ahs « 
a £ ÿ 
2 aam le Pe, ds... : & 


dr=— 


817. Prenons pour exemple . ER 


x y AF Ba Cr” 


(*) On pourrait aussi égaler le radical à z —x, puisqu’en élevant les deux membres au carré, les 
termes en 2° s'évanouiraient également, 
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nous écrirons ainsi-cette expression : 


dx 
yV CXey af brpa 
en faisant À — a eE = b. L'équation (53), divisée par l'équation (52), nous 


donnera, après avoir réduit, 
dr 2dz 


Vapbr pje b—2 


et, en divisant par l'équation (51), on aura 


aV'athr+e EN 
multipliant les dénominateurs par / C, cette équation deviendra 
dx dr 2dz 
==, OÙ E E rN r e 7 0 
zy Cy atẹ brt’ sy A+BrẸ tr  (—a y € 
fraction qui s'intègre par la méthode des fractions rationnelles, puisqu' on 
peut regarder y C comme une constante ordinaire. 


318. Pour second exemple, prenons dx y m°—4° : en comparant le radical 
à celui de la formule (52), nous avons a= m’, b =o, et en mettant ces va- 
leurs dans les équations (52) et (53), nous trouverons 


donc 


dr y m +p r’ =— Ds oi La 


0 a 
Lorsqu'on aura intégré cette expression rationnelle, ðn y substituera la valeur 


de z en x. 


319. La méthode précédente ne peut servir que quand Ce’ est négatif, car 
en opérant comme ci-dessus, On aurait 


spi Grp e / AB, 
a AVAST u 


A B : 
et en nommant par a et b les constantes € D on trouverait 


A-4} Bv e cy a—-br —%". 
Or, si nous supposions W a +-bx —- x* —x+4-3, en élevant au carré les deux 


membres de cette équation, les termes en x” ne s'évanouiraient pas, et alors 
la valeur de v en z serait irrationnelle. Pour traiter ce cas, nous remarque- 
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rons préliminairement que le polynome a—-br — x° est décomposable en fac- 
teurs réels du premier degré (*). 


Soient « et +’ les racines de l'équation z° — br — a —0; nous aurons, d’après 
les propriétés des équations, 
a —br —a = (v— 3) (x— 4), (note huitième) 
et par conséquent, en changeant les signes, 
a- br— i’ =— (£ — a) (1— a')= (£ — a) (# — 1); 
substituant cette valeur dans le radical, nous supposerons 
V Ea) (—2) = — os (54); 
cette équation élevée au carré, nous donne 
(e—a) (— a= (r — a's"; 
et, en supprimant le facteur commun, on a 
a — U= (T —4)5".. (55), 


d’où l'on tire 


t= — 
z' +1? 
donc 
gas 
T— a = -7 — Eg 
3°+1 


et, en réduisant au même dénominateur, 
l me 


z`-l 


cette valeur étant mise dans le second membre de l'équation (54), on obtient 


V (z — a) (#2 —x) = Se 5... (87). 
= Qi | 


A l'égard de dx, il suffit de différentier l'équation (56) pour en obtenir la va- 


$ — g = 


sess (OU): 


(*) Pour le démontrer, nous écrirons ainsi ce polynome : 
— (22 — br — à), 
et nous trouverons les facteurs de x? — bx — a, en égalant à zéro cette expression, ce qui nous 


donnera 
b b> 
T= 5 m = Vi + a; 


donc, par la propriété des équations (voyez la note 8), 


b p: b b> 
æ—br-a=(z-;- M+a)(e-5+ WE +a): 
et puisque, par hypothèse, a représente une quantité positive, les facteurs qui composent ce pro- 


duit ne peuvent être imaginaires. Au reste, sans résoudre l'équation x? — bx — a = 0, on peut 
conclure, d’après le signe de son dernier terme, art, 504, qu’elle a ses racines réelles. 
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leur en z, et nous trouverons 


2 (v — a) 
dr= -mA zdz... (58 
(F à. 
820. Appliquons ce procédé à l'exemple 
dx 


Vas 


nous diviserons l'équation (58) par l'équation (57), et nous aurons 


dx PONER 2(a'— a) z dii 2ds, 
Vafia ps E zA zpi 


done 


Irais = =— 2 arcs (tang = 3) +-C, 
TER 


ou, en remettant la valeur de z, donnée par l'équation (54), 


JE — (1 aros(t ang EA =F) ETS 
Vitia T— «x 


—=C—2arcs Qu VAE = 


321. Prenons encore pour exemple dx y 2ax — x° : en comparant ce 
radical à celui de l'équation (54), nous aurons :=—0, «'=2a, et les équa- 
tions (47) et (48) deviennent 


/r@a—a)= CT ET E a 
ces équations multipliées l’une par l’autre, nous donnent 
8a°z"dz 


dx y 2r — a’ = — (2-1)? 


expression qui s'intègre par la méthode des fractions rationnelles. 


De l'intégration des différentielles binomes. 


322. Nous avons vu qu'un moyen très fécond pour intégrer des fonctions 
qui contiennent des radicaux, était de transformer ces fonctions en d’autres 
rationnelles, pour pouvoir y appliquer la méthode des fractions rationnelles. 

La difficulté est de trouver la transformation qui peut être employée pour 
chaque cas; nous avons indiqué celle qui convient lorsque les radicaux ne 
sont que des trinomes, dans lesquels la variable ne surpasse pas le second de- 
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gré ; ces sortes d'expressions étant très fréquentes dans l'analyse, il était utile 
de faire connaître la transformation propre à les rendre rationnelles. Nous 
avons aussi donné un procédé général pour rendre rationnelles les fonctions 
qui ne contiennent que des monomes élevés à des puissances fractionnaires ; 
nous allons examiner maintenant si, à l'aide d’une transformation, on peut 
rendre rationnelles les expressions binomes qui sont affectées d’exposans 
fractionnaires, 


323. La formule générale des expressions binomes est 
a"—1(a—Lbz")rdx (*). 
Si p est un nombre entier, cette formule s’intégrera par l'art, 269 ; mais lors- 
p 


que p sera égal à la fraction 5 nous aurons 


P 
a"-(a—-br"}t dr... (89). 
Pour rendre cette expression rationnelle, nous ferons 
a-}bz”=z.... (60), 
ou, ce qui revient au même, 
(a by = 3, 
et par conséquent 


= 


(a+ bs") =z... (61). 
L'équation (60) étant différentiée, nous donne 
bna”-'de=qz-'dz.... (62); 


la même équation (60) étant résolue par rapport à x, on a 
S 1 


nL #1— a A 
144 fi 


donc, en élevant les deux membres de cette équation à la puissance m, on 


obtient 
#—g\" 
ne, 
\ 


b 


(© L'expression binome Ax” + Bas étant un cas particulier de celle-ci, (Ax” + Bx‘}7, c’est à 
celte dernière formule que nous rapporterons les différentielles binomes ; nous pourrons | écrire 
ainsi : 

[2" (A + Basr)]P = x"P (A + Bas”), 
et, en faisant s — r = n, rp = m — 1, elle deviendra 
am- (A + Br')r, 
On a préféré remplacer rp par m — 1, plutôt que par m, parce que les conditions d'intégrabilité 
seront plus faciles à exprimer, comme nous le verrons. 
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différentiant les deux membres, mettant les constantes en dehors, et divisant 
par m, on trouve 


m 


1 


4 [2a “1e T SN 
nb\ b ) Ar 


Wir = 


3 P 
substituant, dans l'équation (59), cette valeur ainsi que celle de (a+-bx"), don- 
née par l'équation (61), on a enfin 


q Ei F1 
T 55 zHP-idz.... (63). 


; : m À Ke 
Cette expression est rationnelle lorsque z est un nombre entier positif; car 


m1 — SR . i A RE 
alors —— est élevé à une puissance entière, et l’on peut réduire l’expres- 
sion (68) à un nombre limité de monomes, qui sont intégrables chacun par 
7 A .m Š Aeg 
l'article 262 ou par l’article 268. Si z tm nombre entier négatif, Pexpres- 


sion (63) devenant aussi rationnelle, on peut l'intégrer par la méthode des 
fractions rationnelles. 


324, Prenons pour exemple l'expression 


a(a Li) dr. 
Dans ce cas, nous aurons 
$ p=2, q=8, m—l=6, ou m—6, n=2; 
par conséquent la condition d’intégrabilité est satisfaite. Substituant ces va- 
leurs dans l'expression (63), nous aurons à intégrer 


3 + 831 8a . 8a? , 
Ip (5 —a) sis ds — F 3143 - TA zídz; 
donc 

z 8z" Sas , 3a°z5 


Selat bs} de= — gp t 0r + C’ 


on substituera ensuite dans ce résultat la valeur de z en z. 


325, Pour obtenir une autre condition d’intégrabilité, écrivons expres- 
sion (59). de la manière suivante : 
P 


ae ll S + ») g” $ dt; 
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et, en élevant les facteurs du produit (+). à la puissance s nous 


aurons 


(À 


kea p 
gx ($ +) dr=xzr 


Or, d’après la démonstration précédente, il faut, pour que cette quantité soit 
intégrale, qu’on ait 


my Lai 


£ 
(ax- nb) dr. 


sp 

m- = 

%5 q 
n 


— nombre entier, 


ou, en exécutant la division indiquée, 


ER = nombre entier. 
m g 


3 
826. Prenons pour exemple l'expression zidx y a-b. En écrivant ainsi 
cette expression, 


æ5-1(a ba) dr, 
on a 
m=5, n=3, p=l, q=3, 
par conséquent 


m n p_5 ke ter a: 
qu EN 
donc cette quantité est intégrable. Dans ce cas, on aura (art. 825), 
25-(aL bride = 25-1 ($ +- Dar ) 
T 
et en réunissant les exposans de x, cette expression deviendra 
aS(ax-3—b) dr... (64); 
faisant az-? Lh=—:3, nous trouverons 
(arb =z, = —, 


ou 


a 5 i z — b 

ntfs =, 

Fo 7 j 
la dernière de ces équations nous donne 


a 


3 —b 
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d’où l’on tire, par la différentiation, 


4 az°ds 
xdr = — E ERN 
multipliant entre elles ces deux dernières équations, on a 
a°z’'dz 
s5dz = — E A 


cette valeur de sfdv, et celle de (ax-3-4-b} étant substituées dans lexpres- 
sion (64), on trouve enfin 
2 EP) 
os 4: paie 2948 


expression qui est intégrable par la méthode des fractions rationnelles. 


Des formules de réduction des différentielles binomes. 


527. Lorsque l'équation z™-~'dx (a +-bx")? ne satisfait pas aux conditions d'intégrabilité que 
nous venons de prescrire, on peut y appliquer l'intégration par parties, de la manière suivante : 
En comparant la formule fz"-"dx (a + bx")p, au premier membre de l'équation, art. 279, 


Judv = uv — fvdu, 
nous supposerons 
me 
(a+ bz") =u, z™'dx== dv; donc v= Z 
el nous aurons, en mettant les constantes en dehors du signe d'intégration, 
Jade (a + bap = (a + barp — p LP fim (a+ bar)p-ian-idx, 


ou, en réunissant les exposans de x, 


pni 


Jamàs (a +banp= (a + bx")p zt PRE pymtne: (a 4 bar)P- dx... (65); 


-d'une autre part, on a l'équation identique, 
(a + ba")r = (a + bap (a + ba”), 
et, en exécutant la multiplication indiquée, celte équation donne 
(a + bx”)p = a (a + bax”)p- + ba” (a + bap; 
multipliant les deux membres par z”-'dx, on trouve 
Ja" dx (a + bav)p = afam-dz (a+ bx")e 4 bfamtn-idzx (a ṣẹ- bx")r-".…, (66). 


Au moyen de cette arat on peut éliminer le dernier terme de l'équation (65); car si Pon mul- 
tiplie l'équation (66) par P” aT et qu'on l’ajoute à l'équation (65), on trouvera 


14 
(1 HE Lu T Sam-dr (a + bx")p = (a + bx") pE z Tr Sarara + bany; 
multipliant par #2 et divisant ensuite parle facteur constant du premier membre, on obtiendra 


Samida (a + bz”) = a + barp 4 —— samde (a + bx")rr".…. (67). 


Qn 5 Pn) m Ti pn 


http://rcin.org.pl 


FORMULES DE RÉDUCTION DES DIFFÉRENTIELLES BINOMES. 183 


Par cette formule, on pourra donc faire dépendre l'intégrale de z"-1dx (a+ bx")r, d'une autre 
dans laquelle l'exposant qui affecte la parenthèse sera moindre d'une unité, 

Si dans cette formule on met ensuite p — 1 à la place de p, l'intégrale de z”"-‘dx (a +- bx”)pr-' 
dépendra de celle de z™-'dæ (a + bx")P-; par un même procédé, celle-ci, à son tour, dépendra 
de celle de xx (a + bx")p", et ainsi de suite : de sorte que l'exposant de la parenthèse sera 
successivement p, p — 1, p— 2, p — 5..., p — n. (Parn, nous représentons le plus grand nombre 
entier contenu dans p que nous supposons fractionnaire). Si l’on peut obtenir l'intégrale de... 
` am-~da (a + bar)", on aura celle où l’exposant de a + bx” est plus fort d'une unité, et ainsi de 
suite, jusqu'à l'intégrale de z"-dx (a + bx")?, qu'on obtiendra de cette manière, en un nombre 
limité de termes algébriques. 

Si p était négatif, l'équation (67) donnerait 
— 2" (a + bar L On -+ pn) fxmdzx (a + bar. 

pna ? 


Sax (a + ban )P = 


faisantp —1=p, on aurait 
— 2" (a + bapt Æ{[m+ (p +1) 7] fr de (a + barp: s 
LS, ETOR D on — CI 


formule dans laquelle, si l’on fait p négatif, l'intégrale proposée dépendra d'une autre dans la- 
quelle l'exposant de la parenthèse sera plus près de zéro d’une unité. 


Ja" dæ (a + ba)p = 


528. On peut aussi diminuer l'exposant de x, hors de la parenthèse, Pour cet effet, on égalera 


entre eux les seconds membres des équations (65) et (66), vu que les premiers sont égaux, ce qui 
donnera 


(a+ ban)p Z = ne Jamtne (a + bar) dx 


= afam- dia + baje 4 bfrmtrdrla+ba”)P-:, 
d'où l’on tirera 


(+2) annaba de (aber — afemda(a+ ba), 


et par conséquent, 


(a-+ba)pa—mafr"-drta+bzr")?-1 
-r \p-i =  —— — l m; 
Sarta- bap dx ESTN è 


faisons m -+ n = m, p — 1 = p, celte équation deviendra 
npt LÉ. has m-n- n 
Sammdaatpbanp =L EP rmnm- nafn n daaro 
b(m+pn) 

Au moyen de celte formule, l'intégrale dépendra d'une autre dans laquelle la partie x"-", hors de 
la parenthèse, deviendra z"-"-1 ; cette seconde intégrale dépendra à son tour d’une troisième, 
dans laquelle la partie hors de la parenthèse, sera m —2n— 1 : en continuant ainsi, les ex- 
posans de x hors de la parenthèse seront successivement m—1, m—n—1,m—2n—1, m—3n—1... 
m—rn—1. (Par rn, on entend Je plus grand multiple renfermé dans m.) 


A la dernière de ces opérations, l'exposant de x hors de la parenthèse, dans le second membre 
de l'équation de réduction, sera donc m—rn—1; par conséquent x, dans le premier membre de 
cette équalion, aura pour exposant m— (r—1)n—1 : ainsi, en faisant m=m— G—1)n, dans la 
formule (69), et en représentant par X la partie intégrée, cette formule nous donnera 


ve (69). 


X—(m -rn) af" dx(a + ba”)P 
b[m—(r—1)n-+pn] 
Si rn est égal à m, le coefficient m—rn est zéro, ce qui fait évanouir, dans le second membre de 


Samir a+ ba") = 


s.. (70). 
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l'équation précédente, la partie affectée du signe d'intégration, et il reste 
i 
Sam- p-r- de(a4brnr= GP) 


Cette intégrale étant déterminée exactement, toutes les autres le sont à leur tour, par conséquent 
la formule proposée est alors intégrable. h 


529. Nous avons supposé que 7m était positif dans la formule (69) qui diminue l’exposant hors x 
de la parenthèse; pour avoir cellé qui convient au cas où m serait négatif, nous tirerons de la 
formule (69), 

fam-n- dx (a+-ba")p = (a+ ban)ptiamn — b(m+nplfx"- dx (a + 7. 
(m—n)a 
faisant m—n=m, on aura 
(a + bar) tion — bim+n+np)fae"tr- dx )a+ bar) 
ma 


Sam dx (a+ ba")? = (71). 
Au moyen de cette formule, quand l’exposant hors de la parenthèse est négatif, l'intégrale dépend 
d'une autre, dans laquelle la valeur de cet exposant est moindre de z unités; car l’exposant de x, 
hors de la parenthèse, dans le second membre de l'équation (71), étant m4n—1, si l’on remplace 
m par sa valeur négative, que nous représenterons par >’, cet exposant deviendra —(7—n)—1, 
tandis que celui de æ, hors de la parenthèse, dans le premiér membre, sera —»'—1; et en ne 
considérant que les valeurs numériques de ces exposans, il est certain que — (2° — n) —1 surpas- 
sera — m’ — 1, de n unités. 


530. Pour donner une application de ces formules, soit 
sadr 
Viz 
4 
J'écris ainsi cette expression : "dx (1 — x’) ? 
j'aurai 


; eten la comparant à celle-ci, x”"-"dx (a+-bx)r, 
1 
m—i=m, ou m=m41, a=1, b=—1, n—2, PS 


L’exposant de la parenthèse ayant une valeur numérique moindre que l'unité, nous chercherons 
à diminuer l’exposant qui est hors de la parenthèse, et, en conséquence, nous substituerons les va- 
leurs précédentes dans la formule (69), ce qui la changera en celle-ci : 


LI 
1—1) m 


JE $ "R | ait 
m =A pe ie ds RE au 2 9 m1 ee bas 
ci dr à: Sani æ" tn Jemrdr(i—a) 3, 
ou 
amd m- / 1 Ex 
D pe a 2 mA i i (a). 
A 1 — D! m m 1 = 
Si l’on fait successivement 
-- : 
m=m—ł2, ona ors PONE AET A y amhde 
Viz m—2 ee PE pr 
amde V1 x amtèr 
No TS = — e A Cost … 10 
m=m— á JE am a += 
aid Va CN am-8dx 
M= Mb = = — =7 
j VT—x F7 m6 jen a, 


ainsi de suite. 
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dx 
La première de ces équations nous donnera la valeur de f- V qu'on mettra dans l'équa- 
— x 


tion (72), et l’on trouvera 


dx gm m—1 sm- m—im—3 amd. 
IF —V1=x m m—2 m m—2/ YT- 


on substituera ensuite successivement, dans ce résultat, les valeurs de 
smider a 
== et de [= =e 
IF pee D V= 2’ Li 


sim est un nombre entier pair, la dernière intégrale que l’on obtimidre sera 


JE = arc(sin = z); 
— x? 


si m est un nombre entier impair, cette dernière intégrale sera 


et comme alors zdz est la différentielle de x°, à un facteur constant près, nous ferons 1— z? =z, 
ce qui nous donnera 


La dernière intégrale étant trouvée, il en résulte que lorsque m sera un nombre entier, la for- 
mule pourra loujours s'intégrer. 


551. Prenons encore pour exemple : en écrivant ainsi cette expression 


dx 
amy 1—7 
am — r) 3dr, 
on la comparera à la formule (71) pour diminuer l'exposant hors de la parenthèse, et l’on aura 
m—1=-m, a=1, b=—1, n=92, p=— 5; m 
au moyen de ces valeurs, la formule (71) deviendra 


Somir ay i= D eem 4 EOM pmte — 2) à 
ou plutôt 
dx Lya m— 2 
Sm vrei Ta … (73). 
amy 15r (m Tam: M—1/ gm- E = ÿ 
Si m est un nombre pair, par exemple 8, l'intégrale de m „dépendra de celle de— ; 
IE = 


celle-ci, en vertu de la même formule, dépendra à son tour de celle de TV jusqu’à 
z 


m = 2 ; dans ce dernier cas, la formule (73) donnera 
re dx Vi- Zm PEA 
x V/1—2 æ 
de sorte que, par des substitutions successives, on obtient l'intégrale lorsque m est pair. 
Dans le cas où m est impair, par exemple 7, en mettant successivement dans la formule (73) à 
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la place de m, les valeurs 7, 5, 5, on ne pourra s'arrêter à m= 1; car, dans cette hypothèse, le 
m —2 
m —1 
l'on pourra donner à m, sera m—5. Dans cette hypothèse, la formule (73) deviendra 
dx i= æ? 1 dr 


Vie 2 Yi x 


: dx 
Pour intégrer l'expression = 
ay 1— 2 


dz Vz—i 


WE et V1 — Aa 


1 I : 
coefficient de la seconde intégrale deviendrait — 5 =—® ; ainsi la plus petite valeur que 


1 ‘ 
, nous ferons æ = —, ce qui nous donnera 
z 


et par conséquent 


nous avons trouvé, art, 288, page 151, 


Jp eV E; 


donc, en changeant x en z, nous aurons 
dz 


“Veci 


1 
remettant pour 3 sa valeur 2? on aura 


d 1 4 . em age 
JV + ce 00 (ERTE) +0. 


Ainsi la formule 
£ 


= — (log: +V 7 = 1); 


dx A £ 
= peut s'intégrer, soit qu'on prenne m pair ou impair. 


2 


De l'intégration des quantités qui renferment des sinus et des cosinus. 


332. L'intégration des quantités qui renferment des sinus et des cosinus 
dépendant de la possibilité de développer cos’ x, cos? x, cosx, etc., en fonc- 
tion des expressions cos x, cos2r, cos 3x, ete., nous allons démontrer prélimi- 
nairemenñt comment on peut y parvenir par la seule Trigonométrie (note neu- 
vième). 

Si dans la formule 

cos (ab) = cos a cos b — sin a sin b.... (74), 
on a fait a=b, on aura 
cos 2a— cos’a —- sin’ a= cos’ a——(1 — cos’a) —2 cos’ a — 1; 
on tire de là 
cos’a—}—+ cos 2a; 
multipliant cette équation par cosa, elle devient 


costa =} cos a -+ cos a. cos 2a..….. (7). 
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Or, si à l'équation (74) on ajoute celle-ci : 
cos (b— a) —cos a cos b—- sin a sinb, 
on obtiendra 
cos a cosb—*# cos (a -}-b) -l-4 cos (b — a); 
faisant b—2a, on aura 
cos a cos 2a =+ cos 3a -l + cos a; 
éliminant cos a cos 2a, entre cette équation et l'équation (75), on trouvera 
cosa =} cos a -L-+ cos 3a. 
On calculerait par le même procédé les puissances supérieures de cos a. 


333. Cela posé, lorsqu'on aura à intégrer l'expression cos” edr, dans 
laquelle m est un nombre entier, on mettra cos" x, son développement, qui, 
d’après ce qui précède, ne contiendra que des termes de cette sorte : 

constante, cos x, cos Èr, cos 3x, cos 4r, ... COSME; 
ainsi tout se réduit à savoir intégrer cos medz. 

Pour cet effet, nous remarquerons que si dans l'équation 

d sin z= cos z. dz, 
on fait z=—=mxv, on aura 
d sin me = cos mv. mdz ; 


done 
s sin ms 
S cos mrdr = P 
a m 
On trouverait de même que 
cos nt 


S sin medr = — 


m 


Prenons pour exemple cos? v. dx: mettant pour cos? x sa valeur -4 4 cos 2, 
nous aurons 


J cos sdr= f (1 +1 cos 2) dr= Z +4 sin 22 + €. 


334. Si lon voulaitintégrer sin™zdv, on procéderait d'une manière analo- 
gue; ou bien, en représentant par z larc complément de x, on aurait 


g= n— 3 et dr= — dz, sin = cos z; 

L 
on changerait donc la formule sin”x.dr, en celle-ci : — cos”zdz, et l’on inté- 
grerait comme ci-dessus. 


335. Prenons le cas plus général sin"x cos"xdæ : si m est pair, on fera 
m= 2m, et lon aura à intégrer 


sin?™ w cos"xdr = (1 — cos’ s)™ cos" edr. 


On développera (1 — cosx)"’, et en multipliant par cos"vdv on obtiendra une 
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suite de termes, chacun de la forme costed, et l’on intégrera comme ci-dessus ; 
si m est impair, On fera m =2m' +1, et l’on aura 
sin”"x cos”rdr=sin?™ x cos"æ sin sdr —(1—cosx)" cos"x X —d coss; 
faisant cos v= z, on changera cette expression en 
—(1— 2)": ds; 
m et n étant par hypothèse des entiers, on développera par le binome et l'on 
intégrera. 


336. Pour appliquer ce procédé aux expressions 
cos”sdr  sin”rdr 
sin >?  cos"æ ? 


. Lis 1: 
comme la seconde rentre dans l’autre, en faisant x — ÿ = nous ne considé- 


rerons que la première. Si m est pair, nous supposerons m= 2m’, et nous 
aurons 
m'— 1 4 
J 1— m sin? 2m sinér etc. 
cos”rdy  (1—sinx)" ai 2 4 
Ep ver" ti == a, —— Aat = ——————, - $ +5 +7, 
sin" x sin” s sin” v 


expression dont l'intégrale dépendra de celles de sin +dx et de" à 


Nous savons intégrer la première (art. 834), et nous verrons bientôt com> 
ment s'intègre la seconde. Si m est impair, en faisant m—2m 1, on aura, 


par le binome, 
cos” vdv _ (1— sin? x)” cos vdr 


z m = (l— m sinr etc. 
sin"? sin” s ( liis + dy 


cos rds 
sin" x ? 
dx cos x 


expression dont l'intégrale dépendra de celles de sin? x cos xdv et de HZ 


nous avons traité de la première, art. 334, occupons-nous de la seconde. Pour 


CT À dx cos x 3 š 
intégrer ————, nous ferons sin v—z; donc dr cos +—d, et par conséquent 
sin æ è 


dx coss dz ka g5 
Saf Ts de= pre 


(PA LH 4 dx A . 
A l'égard de l'intégrale der la même transformation changera cette ex- 


; dz ET. 
pression en, formule que nous savons intégrer (art. 319). 


zy =F 


337. Enfin, si l’on a à intégrer 


T . . . 
——— on multipliera cette expression 
COS T Sin Z 


par cos’ sin?x, quantité qui équivaut à l’unité, et l’on aura 


dr dx L dx 
cos"x sin"r Cos”-°x sin"x cos"x sin”-2x ? 
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par là on diminuera la somme des exposans du dénominateur; et, en répétant 
un certain nombre de fois cette opération, et en mettant successivement à part 
toutes les fractions qui, dans leurs dénominateurs, ne renferment qu’une 
puissance d'un sinus ou d’un cosinus (parce qu’on sait intégrer ces fractions 
d’après ve qui précède); à la dernière opération, on tombera sur des termes 
qui pourront encore contenir des puissances de sinus et de cosinus, ou qui se- 
ront des formes suivantes : 


dr dr ds 
sins cosg’ cosg’ sin s 


i dr 
Pour intégrer PL multipliera le numérateur par c cos’z—sin’r, quan- 
sinæ COST 


tité qui équivaut à l'unité, et l’on aura 


de AE Ea sing dsinz dcoss 
sins cose Fin £ cossy sins cos v` 


expression dont l'intégrale est (art. 267) 


log sin x — log cos v log C = log C tang x. 
PE dr 3 
Pour intégrer sin 2 fera cos v= s, et l’on aura 
r} 


PR RE. . SONORE | Er 


sinæ sin v sin? v l— z 


formule intégrable par la méthode des fractions rationnelles (art. 295). 


l'égard de À, on supposera sin =r, d’où l'on tirera (art. #4) drcos s= dz; 


et en divisant par cos? x, on trouvera 


coss J 1— 3: 

338. En général, on peut toujours transformer les expressions qui con- 
tiennent des sinus et des cosinus en d’autres qui n’en renferment pas : pour 
cela, il suffit d'égaler sin x ou cos x à une nouvelle variable z. Par exemple, si 
dans l'expression sin"x cos"xdx, on suppose sin v= z, On aura 


PE dz 
cos t = Il—z et dr = ==; 
V4 Iep 
substituant, on trouvera 


: n-i 


sin"x cos”vrdr =z” (1 — #) (1—2) * ds =2"(1— z) ds, 


expression qui se rapporte aux différentielles binomes, 
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On peut aussi appliquer immédiatement l'intégration par parties à l’expres- 
sion (*) sin”x cos"rdx. 


339. Enfin, les formules trigonométriques peuvent être aussi employées avec 
avantage dans de certains cas. Pour intégrer, par exemple, sin mx cos nede; 
comme la Trigonométrie nous donne 

sin a cosb— 4 sin (ab) LE sin (a—b) ; 
en comparant l'expression sin mr cos nz à cette formule, on trouvera 
sin mg cos nxdr—#? sin [(n—n)x]dx—isin[(m—n)r] dr, 
et l'intégrale sera, art. 333, 


c—: °° [(m+-n)r] _ cos [(m—n)r] b 


m n m— n 


De l'intégration des quantités exponentielles et logarithmiques. 


340. Il a été démontré, art. 37, équation (25), qu’en prenant les logarithmes 
dans le système népérien, on avait da” =a” dx log a ; donc, réciproquement, 


La LA 
Jédr- = 


log a° - 
Ceci peut nous servir pour intégrer l'expression générale a*Xdx, dans laquelle 
X est une fonction de v. Pour cet effet, nous écrirons ainsi cette expression : 
X.a*dx; et en intégrant par parties, art. 279, nous aurons 

Fe Ter nd - f aX... (76). 

log a log a 

Cela posé, en différentiant successivement la fonction X, nous en tirerons 
dX —X'dr, dX'’=X"dż, etc. ; donc 


X' a a” s 
Sfi dx où free = Tog a? [Er 


substituant cette valeur à la place du dernier terme de l'équation (76), nous 
obtiendrons 4 


fl 


loga Te + IE 


PT. a} 
En continuant d'opérer de la sorte, nous parviendrons à ce développement 
P 


TES E. X' x x” x® 
S'Xadr =a (k: = Tta T (loga} ae (log a)"+: 


a dx{") 
ef (log aj"* 


(*) Pour la comparer à vdv, art. 279, équation (19), on la décomposera ainsi : 


à £ 5 1 
sin™-'y, cos" x sin ydr =— sin™- g. d— contu. 
n+1 
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Si, en prenant la suite des coeficiens différentiels X’, X”, X”... X(), le dernier 
de ces coefliciens est constant, on aura dX(—0, et alors la partie intégrale 
s'évanouira. 


341. Prenons pour exemple X = 2°, d’où l’on déduit 
X'=87, X"— 92.87, X” ou Xl")—8:2; 
donc 


s TE a 3r? 2.8r 2.3 
Pare (EE — ua À ons ya) 


Si l'on fait a égal au nombre e, qui est la base du système népérien, log a 


devient log e; or, log e—1, en vertu de l'équation e—e/1. par conséquent 
J'aerdr =e (t — 3x 2,3r— 2.3). 


342. On peut encore parvenir à un autre développement de /'a.Xdr. Pour 
cela faisons /Xdr=P, /Pdr=Q, /'Qdr=R, etc., et intégrons par parties, 
art. 279; nous aurons 


Sa Xde =" P— fa‘log a.Pdr..…. (77), 
J'loga.Pdr=«"log.aQ — fa” (loga) Qdx ; 
et en substituant, l'équation (77) deviendra 
Ja Xdr = P — alog a.Q + fa” (loga) Qdr. 
En continuant d'intégrer par parties, on aura en général 


Sae Xdr =a" [P —Qloga<-R(loga) —etc.]+ / Za” (loga)'dr. 


; i ` 1 
343. Si l'on applique cette formule au cas où X — -;, on trouvera 
x 


1 1 1 1 
duché ue 07 Louis DSL 2 33.47 


J5- “lb doge log a° log à f'a*dr 
mL Et Sin 28H] 284) e 


a’dx 


donc 


L'intégrale de 


est une fonction transcendante qu’on n’a pu déterminer 
jusqu’à ce jour. 
344. En général, on voit que quelque puissance négative et entière que l’on 
prenne pour exposant de x, on doit toujours tomber sur cette transcendante 
‘dr : 4 
——; car, dans les fonctions successives P, Q, R, etc., les exposans de x 
b £ 
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diminuant toujours d’une unité, la dernière de ces fonctions doit être de la 


A : NT. 
forme z etpar conséquent la dernière intégrale sera 
ady 
J= — dr = —, 
x 


A F R A 
Pour avoir une valeur approchée de l'intégrale de 
PP 8 


parce que À est constant. 
a dx He 
z > On n'a d’autres 


moyens que de substituer dans cette expression le développement de a”, qui 
est, comme on l’a vu, 


1—-xlog a - à (lo a) (log a)? ii 
& & 53 & 


et d'intégrer ensuite chaque terme. 


345. Si dans l'équation Le = d log u, ou plutôt du =u dlog u, on fait u=, 


on aura 

dry =s” dlogz7; 
ainsi, toutes les fois qu’on pourra décomposer une différentielle en deux 
valeurs dont l’une soit représentée par #7, et l'autre par dlog x, l'intégrale 
sera ay + C. 


346. L'intégration par parties peut aussi s'appliquer à celle de l'expression 
Xde (log x)"; car si l’on représente par X,, l'intégrale de Xdx, on aura 


Xde {log x)"—X,(logz) —n le log x)"-1, 
8 z dz (log 


On fera dépendre à son tour cette dernière intégrale d’une autre, de la 
forme J'X,dx (log x)"-?, et ainsi de suite 


De la série de Jean Bernouilli. 


347. Nous avons vu que beaucoup d'expressions différentielles n'étaient 
intégrables qu'après avoir été réduites en séries, et que, pour cet effet, en 
désignant par Xdz une différentielle dans laquelle X est une fonction quelcon- 
que de x, il fallait préliminairement réduire en série la fonction qui est repré- 
sentée par X, et intégrer ensuite, après avoir substitué ce développement dans 
la formule Xdx. 

La série de Bernouilli a l'avantage de réduire /Xdv en série, avant même 
que l’on ait donné la forme de X; cette série est dans le Calcul intégral ce que 
celle de Taylor est dans le Calcul différentiel. Voici de quelle manière on la 
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démontre. Cherchant d'abord à intégrer Xdx par parties, art. 279, on com- 
parera / Xdv au premier terme de la formule 


Judo—= uv — /fvdu, 
et l'on aura 
X=—1, dr—dr;: 
par conséquent l'intégration par parties s'effectuera en écrivant 
S Xdr=Xr— frdX.... (78); 


l'intégrale se prenant par rapport à la variable x, nous avons 
dx 
dX——. dr; 
dx da; 
par conséquent 
"dx 


Srax= f T àr. 


: i i dX 

Intégrant encore par parties, u sera représenté, dans ce cas, par T dv par 
æ? 

ædz ; de sorte que nous aurons v = 3” et nous trouverons 

ax dX a Pani: 12. 

— ad —— | —. —, 

J às dz 2 ,/ 2 dr 

ou, en mettant la fraction + hors du signe d'intégration, 


dX d e , „TX f 
ESS g >? £ + nc (79) ; 


dX ‘dx à : P 
remplaçant par + dx et opérant de même, nous obtiendrons 


2 2 2 3 
S-Z du AE EX (0, 


dv d 


et ainsi de suite. 

Substituant la valeur du premier membre de l'équation (79) dans l’équa- 
tion (78), et portant ensuite, dans le résultat, celle du premier membre de 
l'équation (80), nous obtiendrons 

dX E o OL F 


SXdr=Xr — G'Ii2 -A Te Iag te. -+ const. 


De la quadrature des courbes. 


348. Soit s, fig. 75, l'aire ABMP d'une courbe plane; si l’abscisse AP = T fig. 75. 
devient AP'=x—-h, l'aire s deviendra 


aire ABM'P' = s + = h + = Fete. : 
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on aura donc 
: er d’s ps 

aire mixtiligne PMM'P'— D a . etc. ; 
cette aire est comprise entre les deux rca PM’ et P'M, dont il est facile 
d’avoir les expressions analytiques : 

le rectangle PM = P'M X PP'—/f{x+h).h, 

le rectangle PM—PM X PP =f t.h; 
le rapport de ces rectangles est 


fetih fan 


fath fs ? 
dans le cas de la limite, ce rapport se réduit à 
fr 
‘AR 1 


Or, la surface mixtiligne PMM'P’ étant comprise entre les deux rectangles, 
diffère moins du rectangle P'M que le rectangle PM’; donc, si dans le cas de 


PM’ p er sp 
Peas 1, à plus forte raison l'unité sera la limite du rapport 


la limite on a PM 


aire PMM'P’ 
rectangle PM‘ 


En remplaçant les termes de ces rapports par leurs expressions analytiques, 
on aura 


d’s }° ds h 
z MAC 5 ee R: Hana tete. 
a fah [x j 
on passera à la limite en faisant kh=o0, et l'on trouvera ee 1, dodo 


dxfx 
ds=—/fx.dr ; et en mettant pour fr sa valeur, on aura 
ds=—ydr.... (81). 


349. On peut aussi déterminer la différentielle de l'aire d’une courbe, par 


la méthode des infiniment petits, de la manière suivante, fig. 76 : 
PALIN = 


trapèze PMMP'— KX PP = y -( wta FoFi. 


rejetant dedy comme infiniment petit du second ordre, il reste ydv pour la 
différentielle. 


350. Pour première application, cherchons, fig. 77, l'aire d’une portion 
BMP de parabole. Soit y? — mx l'équation de cette parabole, dont l'origine 
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est A ; on trouve, en différentiant, 2ydy = mdz; donc dx = Y ay,ot par con- 


séquent ydz = 3r dy: intégrant, on a 


ET = FF c. ( 


Pour déterminer la constante, j'observe que lorsque y—0, l'intégrale, qui 
exprime la surface cherchée, est nulle en même temps. Cette hypothèse réduit 
l'équation (82) à o—0<-C; donc 

2y 29 2y 


2 
fps = e e a a A 


851. Nous avons maintenant des observations importantes à faire sur la 
détermination de la constante : pour cela, résolvons le même problème en 
prenant la parabole dont l'équation est 

y’ = m 4- nv... (83). 


L'origine des abscisses ici n’est plus au sommet de la courbe, car, en faisant 


„2 . m > . 
y = 0, l'équation (83) donne x = — eÉ. et comme cette abscisse doit se ter- 


miner au point B, fig. 78, où y=0, on portera ” de B en A, et le point A Fig. 78. 
sera l'origine. Cela posé, en opérant comme précédemment, on trouvera 
2 3 
2ydy=ndr; donc ydr = a dy et fydr = x TC... (84). 


Pour déterminer la constante, j'observe que la surface ADMP, fig. 78, qui Fig. 78. 
représente ici l'intégrale, doit être nulle lorsque l'ordonnée MP coïncide 

avec AD; or, AD étant l’'ordonnée qui passe par l’origine A où l'abscisse v=o, 
l'équation (83) nous donnera, dans cette hypothèse, 


y ou DA= m; faisant donc DER et y=y/m, 


ET ; : 2m dm? 
ces valeursréduirontlľ équation (84) à o = 3 Aa Le d’où l’on déduitC=—3— í 


et par conséquent l'intégrale cherchée est 
2 
IP Im? 
à 2y 2m A 
ydr = z — — z —=aire ADMP. 
JY Sn Bn 


Dans ce qui précède, nous avons tiré de l'équation de la courbe la valeur 
de dx, pour la substituer dans la formule ydr, et intégrer ensuite. Nous aurions 
pu opérer autrement, en mettant dans cette expression la valeur de y plutôt 
que celle de dr; car, pour obtenir l'intégrale, il suffit que la différentielle 
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proposée ne contienne qu’une variable; ainsi on choisira la substitution qui 
exigera le moins de calculs. 


352. Une intégrale telle que /'fr.dx, peut toujours représenter l'aire d’une 
courbe dont l'équation serait y =fr : en effet, cette équation étant donnée, si 
l'on substitue la valeur de y dans la formule /ydx, on aura j'fx.dx pour la 
surface de cette courbe. C'est pourquoi lorsqu'un problème nous a conduit à 
intégrer une fonction d’une seule variable, on dit que ce problème est ramené 
aux quadratures. 


353. Soit y une fonction X de x, et supposons qu'en intégrant Xdx on ait 
obtenu 
JS'Xdr=Fr+C... (85); 
cette intégrale, dans laquelle la constante C n'est pas encore déterminée, porte 
le nom d’intégrale indéfinie générale, ou plus simplement d'intégrale indéfinie, 
et elle est complète lorsqu'elle renferme la constante arbitraire C. 


354. Si, par une hypothèse, on détermine cette constante C; si l’on suppose, 
par exemple, que /'Xdx doive s'évanouir lorsque x =a, l'équation (85) donne, 
dans ce cas, 0o—Fa—-C; donc C—— Fa, et cette même équation (85) devient 

JS'Xde=Fr— Fa; 
cette intégrale Fr — Fa est alors une intégrale particulière, et l'on voit que le 
nombre des intégrales particulières d’une expression différentielle est illimité, 
puisqu'on peut établir une infinité d'hypothèses différentes sur la constante. 


355. Lorsqu'on fait l'hypothèse de l'intégrale nulle et de + —4, c'est admet- 
tre qu'en prenant, fig. 79, une abscisse AB =a, la surface soit comprise entre 
la limite BD et la limite indéfinie MP qui correspond à AP— x; donc l'opéra- 
tion par laquelle nous déterminons une intégrale particulière est la même que 
celle qui fixerait la position de la limite BD, depuis laquelle on compte l’inté- 
grale. La seconde limite PM sera fixée à son tour invariablement, si nous don- 
nons à + une valeur déterminée b; alors l'intégrale particulière /Xdr =Fr —Fa, 
deviendra 

S Xdr=Fb— Fa... (86), 
et la surface BDMP ne sera plus arbitraire. Dans ce cas, l'intégrale porte le 
nom d'intégrale définie, et l'on dit qu’elle est prise depuis v=—a jusqu'à x =b. 


356. Pour désigner une intégrale de ce genre, on emploie la notation sui- 
vante, qui est due à M. Fourier, 


*b 
f Xdr = Fh — Fa, 
a 


ce qui signifie que l'intégrale est prise entre les limites a et b. 
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Par exemple, si l’on avait ` 


b c 
F Xdx + S Xdz; 
a ` b 


cette expression nous indiquerait que l'intégrale prise depuis a jusqu’à b, a été 
continuée de b en c, de sorte que l'intégrale totale se trouverait exprimée par 


fur 
a 


357. Cherchons maintenant l'intégrale définie de "dx; nous sommes donc 
censés connaître deux valeurs, a et b, qui satisfont à l'intégrale indéfinie 
| sil De 


ST CP 


Supposons que la première corresponde à /' Xdy =o, on aura 
a"+1 
—— C—0; 
m1 T t 
et l'intégrale particulière sera 
gMk ar 
J'x"dz amp 556 Dm eat Le 
m-- m-- 
Nous ferons ensuite =b, et nous aurons pour l'intégrale définie 
þr” a+: 


fs PAST 1: m1" 


358. On parvient aussi à cette intégrale en faisant successivement v= a et 
«=b dans l'intégrale indéfinie, et l’on a 
anr b+1 
on retranchera ensuite le premier résultat du second ; mais, en prenant cette 
différence, il faut toujours avoir soin que la partie soustraite soit la valéur de 
la fonction de x à l’origine de l'intégrale. 


359. Pour troisième application, déterminons l'aire d'un triangle rectan- 
gle ABC, fig. 80 : l'équation de la droite AC étant y—ax, en mettant cette Fig. 80. 
valeur de y dans la formule ydx, on obtient ardx ; done 


pe ax?” 
Syds = f ardr = ai G; 
la surface étant nulle quand v=o, la constante est égale à zéro, donc 
v’ 


. y DER. LoT bore 
aire ABC= E 3 * = 


. 


360. Si dans la formule ydx on met la valeur de y, tirée de l'équation du 
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cercle, on trouvera /'dx W/ a*— x* pour l'expression de Paire du cercle. Nous 
avons vu, art. 282, que cette intégrale avait pour valeur 

æ hr 

aV a—x —- + a? arc (n=?) +0. 


v 


La partie + a° arc | sin—- | ne pouvant se déterminer qu’en supposant connu 
P 7 2 


le rapport du diamètre à la circonférence (*), on voit que l'intégration de 


dry a°—x° ne peut conduire à la solution du problème de la quadrature du 
cercle. Il en est de même de la quadrature de l'ellipse qui dépend de 


jar u—2. 


Si l’on compare ces deux expressions, on en tirera la proportion 


ae ; b am Le + 
aire ellipse : aire cercle : : asa y œ —2° : fàry e—a, 
ou 

- : ; b 
aire ellipse : aire cercle :: — : 1; 
a 
d’où l’on tire 


aire ellipse = ` X aire cercle =? za = tab. 


De la rectification des cowrbes. 


861. Rectifier une courbe, c’est obtenir une droite égale à un arc de courbe. 
Nous avons trouvé, art. 159, que la différentielle d’un are de courbe avait 


pour expression 
ds=Yy dz’ + dy... (88); 


une équation entre deux variables v ety étant donnée, si l'on veut rectifier la 
courbe à laquelle elle appartient, on différentiera cette équation, et on en 
tirera la valeur de dx ou de dy, qu'on substituera dans l'expression (88) ; alors 
le radical ne contiendra plus qu'une variable, et si l’on peut obtenir l'inté- 
grale, la courbe sera rectifiable. 


362. Prenons pour exemple la courbe (**) dont l'équation y—n2", a été 


a 1 1 à 
(*) Si, par exemple, x = gL j'ai z =p et j'opère comme dans l'art. 278, pour déterminer 
l'arc correspondant. b 
(*) Elle porte le nom de seconde parabole cubique. Cette équation, ainsi que celle de la para- 
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trouvée, art. 166, à l'aide d’autres coordonnées; cette équation étant différen- 
tiée, nous donnera 


3y dy —2nrdr, 
d'où nous tirerons 
_ 3ydy US A PE. LE a EUR 
ent e à ue HS T 


substituant, on a 


ra / À (+) Etiam Ets 


dy étant la différentielle de l'expression qui est sous le radical, à une con- 


; 9 A f 4n 
stante près, nous ferons, article 271, J+ i =z, d'où l’on tire dy = T dz; 
substituant, nous aurons 


dedy =}, tis; 
r= 


donc 
2 
SV dr +dy = + amas +, 


ou, en remettant la valeur de z, 
SV ay = À Hits 1} 4c. 


Pour déterminer la constante, on voit, d'après la nature de l'équation de la 
courbe, qu’à l’origine des abscisses y est o; ainsi, en supposant que l'intégrale 
soit nulle en ce point, on a 
8n 8n 
=; +C; d =— zF 
27 1 C5 donc C——2, 
et par conséquent 


vagy UET- 


Si v=a, larc s, compris entre les limites v—o etr—a, sera 
8n 9 /a\: > ‘En 
=a y/ k) +] -7 


bole ordinaire, n’est qu'un cas particulier de l'équation générale y" = ax"; c'est pourquoi cette 
équation est appelée l'équation de la parabole de tous les ordres. 

On a aussi regardé l'équation xy = a de l'hyperbole entre ses asymptotes, comme un cas parti- 
culier de l'équation z"y" = a+", qui est appelée pour celte raison, l'équation de l’hyperbole 
de tous les ordres. 
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ET ; substituant cette valeur dans 


363. L'équation de la cycloïde, art. 200, donne dx? = 7” 


la formule (88), nous trouverons 


b P y’dy’ E 
= Var + ET J’ VE Vas 


= Laf x a 
(2a —y)° 
Comme dy exprime la différentielle de Pexpression qui est sous la parenthèse, multipliée par — 1, 
nous ferons, art, 271, 2a — y = z, et nous aurons 


24 
Va sr ris Gaz "dz. 
Cette équation étant intégrée, donne 


—— | 
fr Vis = Xa t C= — 2V Jas +C; 
2a — y 
ou, en restituant la valeur de y, 
2a SRE EE 
= —9 y 2a (24 — Coss . 
1. VA ram V/2a (2a =F) +C... (89) 
Pour déterminer la constante, nous prendrons l'intégrale de manière qu’elle s'évanouisse quand 
y = 2a; dans cette hypothèse, l'équation (89) se réduira à o = o + C, ce qui montre qu’il n’y a 
Fig. 81. point de constante à ajouter ; alors l'arc de eycloïde s'étendra depuis le point B, fig. 81, où y=2a, 
jusqu'au point M, dont les coordonnées sont æ et y. La valeur absolue de l'arc MB étant 
2 V/2a (2a— (2a—y), nous remarquerons que BE—24—7; donc W 2a (2a 7) = =% BD X BE—98G; 
d'où il suit que l'arc de cycloïde MB est égal au double de la corde GB; par conséquent, arc 
AB = 2BD. 


De la détermination de l'aire des solides de révolution. 


Fig. 75. 364. Si une courbe BC, fig. 75, tracée sur un plan, fait une révolution au- 
tour de l'axe AX, elle engendrera un solide de révolution. Cherchons la diffé- 
rentielle de l'aire engendrée par cette courbe. Pour cet effet, soient AP— 7, 
PM=y, PP =h, et par conséquent 

PM= f= ý; 
PM fe) = E l Re —ete. 


Dans ce mouvement de rotation, les ordonnées MP et M'P’ décrivant des cer- 
cles inégaux, ces cercles seront les bases d'un cône tronqué, dont la corde MM 
sera le côté. L'aire de ce cône tronqué aura pour expression 
cire. PM +- cire. PM’ 
2 
En représentant par 1 : 7 le rapport du diamètre à la circonférence, l'expres- 
sion précédente deviendra 
2rkPM-—L27PM 
2 


X corde MM’. 


X corde MM'—7 (PM -+ P'M’) X corde MM’; 


TRE 
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eten mettant pour les ordonnées PM et P'M’, leurs es Lt analytiques, on aura 


aire cône tronqué MM = > y +EH +3 . de corde MM’, 


d'où l'on tirera en divisant, 


aire cône tronqué MM’ dy ya à À 
corde MM’ EY a (ay A be FL à 


Si nous représentons maintenant par u l'aire engendrée par le mouvement de 
rotation de l'arc MM’, et par s cet arc de courbe; comme en diminuant k, cet 
arc tend à se confondre avec sa corde, le premier membre de l'équation pré- 


; $ 3 dr du 
cédente devra être remplacé, dans le cas de la limite, par; et le second se 


réduisant alors à 27y, nous obtiendrons 


a 2ry, 


et par conséquent du —?:yds; et en mettant pour ds sa valeur trouvée, arti- 
cle 159, on aura enfin 


du—2ry/ di dx... (90). 
365. Par les infiniment petits on aurait considéré l'élément de là surface 
de révolution, comme celle d’un cône tronqué, engendré par la rotation du 


trapèze P PERE MPP'M’, fig. 76, autour de PP’; ce cône tronqué aurait Fig. 76. 
pour expression 


cie (ONE x ) X MM’ =z (2y + dy) ds = 2zyds-} rdyds ; 


supprimant le terme zdyds, comme infiniment petit du second ordre, il res- 
terait 


2ryds=2zyy dz*--dy’, élément d’une surface de révolution. 


366. Pour première application, prenons l'aire du paraboloïde de révolu- 
tion, qui est le solide engendré par la révolution d’un arc AM de parabole, 


fig. 82, autour de son axe : l'équation de la parabole y= pv donne Fig. 82. 
TE 


Cette valeur étant substituée dans la formule 27y y da’ -$ dy”, la réduit à 
nN O S 
2 #7 P) ay = ya åy’ p’. 
sy (SE PIN EF 


ydy étant la différentielle de la quantité qui est sous le radical, à une con- 
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x 


stante près, je fais, art, 271, 4y°-p°—3, et en diflérentiant je trouve vy= 5; 


substituant et intégrant, j'obtiens 


27 z 3 r & z 2 
z 2 = f — 3 ds= 4 — = — (w DE t 
PÉTER TT Et Pt rr 


Je détermine la constante en supposant que l'intégrale soit nulle lorsquey—0, 
ce qui réduit l’équation précédente à 
o=5P +C, ce qui donne C=— w, 

et en supposant que l'intégrale soit prise depuis y—0 jusqu'à y =b, l'inté- 
grale définie sera k 

x 3 

ETME E 

367. Pour seconde application, évaluons l'aire de la sphère. Cette surface 

courbe étant engendrée par la révolution de la demi-circonférence autour du 
diamètre, soit 2°—-y—a l’équation du cercle; en différentiant nous trouve- 
rons sds -ydy = 0 ; donc 


ædr 
1 ER et dy =——; 
substituant cette valeur dans la formule (90), nous obtiendrons 


J'2ry + 1 jar asde a+ y =f 2radz —2rax + C...(91). 


Pour déterminer la constante, nous prendrons l'intégrale à partir du point A, 
fig. 83, et puisque l’origine des abscisses est au centre, nous supposerons lin- 
tégrale nulle lorsque r= — a ; cette hypothèse réduira l'équation (91) à 


o =— 2ra” +C; done C—2re; 


substituant cette valeur dans l'équation (91), nous aurons 

S rads = 9x (ax + a’). 
Prenons maintenant l'intégrale définie entre les limites x——a et v= a; il 
faudra changer v en a dans la formule précédente, et nous obtiendrons, pour 
la surface de la sphère, 

S'?radr = 2x (2a) = 4ra’. 


368. On peut aussi trouver laire du cylindre droit; car cette surface étant 
engendrée par la révólution du rectangle AD, fig. 84, autour de l'axe AB, soient 
AB— a, CA=b; l'équation de la droite CD sera y =b; donc dy = 0. En 


http://rcin.org.pl 


CUBATURE DES SOLIDES DE RÉVOLUTION. 203 


substituant ces valeurs dans la formule (90), on la réduit à 2xbdx ; et en inté- 
grantona ` 
S?rbdz = 2rbx + C. 

Si l'on prend l'intégrale définie entre les limites v=o et x =a, on trouve 
pour l'aire du cylindre 

2rba—2rh X a — circonférence de la base X la hauteur. 
A l'égard de l'aire du cône, ce solide étant engendré par la rotation du trian- 
gle rectangle ABC, fig. 85, autour de l’axe AB, soient AB =a, CB =b; l'équa- Fig: 85. 


b 
tion de AC sera y =~ a75 cette équation donne, par la différentiation, 


dy =? ar et dy =” da. 


Les valeurs de y et de dy? étant substituées dans la formule (90), on a 


PE AE b PATES. LT SES 
Szy ya -dy = f27 z dr ye += Ty” tete; 


et en prenant l'intégrale définie entre les limites z:—0 et x =a, on obtient 


aire du cône =zb y a -+b = 2b X E 


= circonférence BC X T 


De la cubature des solides de révolution. 


369. Soit v le volume engendré par la révolution de l'aire mixtiligne ABPM 
autour de l'axe AX, fig. 75; si l'abscisse AP — > devient AP' =v A, le solide Fig. 75. 
de révolution s'accroîtra du corps engendré par la rotation du trapèze mixti- 
ligne PMM'P' autour du même axe. Le volume engendré par ABMP étant une 
fonction de x, puisqu'il s'augmente où diminue en mème temps que v, il s'en- 
suit que le volume engendré par ABM'P’ sera une fonction de v- h, et aura 
pour expression 

dv d’v h T . 

abat 

par conséquent, si l'on en 1. le volume engendré par ABMP, on aura 
h? 

T PEt T + 2 T'AS 
pour le volume engendré par PMM'P’. Or, ce volume étant compris entre les 
cylindres engendrés par les rectangles MP’ et M'P, différera moins de l'un de 
ces cylindres que ces cylindres ne diffèrent entre eux; donc, si Pon peut 
prouver que, dans le cas de la limite, le rapport de ces cylindres est 
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l'unité, il en sera, à plus forte raison, de même du rapport du corps décrit 
par PMM'P’, à l’un de ces cylindres. Cela posé, on a évidemment 
le cylindre décrit par PM = = [f(x+)l4, 
le cylindre décrit par P'M = + (fx)h; 
donc le rapport de ces cylindres est exprimé par 
Ca +7 
(f) 
En faisant h= 0, on voit que ce rapport se réduit à l'unité ; il en sera donc de 
. même du rapport du volume engendré par PMM'P' à celui du cylindre décrit 
par MP’. Or, ce rapport étant représenté par 


dv d?v h? dv 
Titisee METRE ejo 
(feyh PF. "(fe 
on a, dans le cas de la limite, 
do 
dr 
pT 


d'où l'on tire 


dz 


et enfin 
do= rydr.... (92). 


370. On parviendrait au même résultat par la considération des infiniment 
Fig. 86. petits : car on peut concevoir le volume MON, fig. 86, comme partagé en 
tranches infiniment minces, par des plans perpendiculaires à l'axe de révolu- 
tion; l’une de ces tranches, qui est l'élément du corps, peut être considérée 
comme un cylindre dont la base est le cercle décrit par y, et dont la hauteur 
est égale à l'épaisseur ab représentée par dx; par conséquent cet élément a 

pour expression ry’dr. 


371. Appliquons cette formule à la détermination du volume de l’ellipsoïde 
allongé, qui est le volume engendré par la révolution de l’ellipse autour 


de son grand axe : l'équation de l'ellipse rapportée au centre étant... 
b? , 5 
y= z (a° — 2°), on substituera cette valeur de y dans la formule Ty’dv, et 


lon aura 


zy’ dr = 3 2 (a — r’) dx; 
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et en intégrant, on trouvera 


b? æ 
Jrÿdr=+"; (es —5)+c… (93). 


Supposons que l'intégrale soit nulle au point A, fig. 87, où æ——a, nous Fig. 87. 
aurons 


c=” x ia; 


et en substituant cette valeur de C, l'équation (93) devient 


if a, 3 
Sryjdr=7T z G = +3 } 
Faisons ensuite x—a, pour avoir l'intégrale définie comprise entre les limites 
v= — 4a et v=-j}-a, nous obtiendrons 
b 4 

Sry'dr= x 23 &; 
tel sera le volume de l'ellipsoïde allongé. Si b—a, ce volume deviendra celui 
de la sphère, et aura pour expression 


` za — = ra? X 2a = Sdu cylindre circonscrit. 


Déterminons encore le volume du paraboloïde de révolution. Pour cet effet, 


prenons la parabole de tous les ordres pour génératrice; l'équation de cette 
parabole nous donnera 


n 
y =ar"? 
substituant cette valeur dans la formule (92), nous obtiendrons 
anpm 
= mas c 
-— 2 qu — Š 
v = [rosd = n -Ł 


Pour déterminer la constante, nous supposerons le volume nul à l’origine 
où :—0; alors nous aurons C— 0. 


Lorsque m=? et n—1, on a y—ar ; d’où l’on tire y —a°r, ce qui est 
l'équation de la parabole ordinaire, dans laquelle a tient la place de la con- 
stante p de l’équation de cette courbe. Dans cette hypothèse on a 

2 


PA = raz = xp 2. 
2 2 


2 
Or, 74° étant l'aire du cercle dont PM, fig. 88, est le rayon, l'expres- Fig. 88. 
sion +7y°.x représente la moitié du cylindre décrit par APMB autour de l’axe 


des abscisses : donc le volume de la parabole ordinaire est la moitié de celui 
du cylindre circonscrit. 
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De la cubature des corps terminés par des surfaces courbes, aw moyen des 
intégrales doubles. 


Fi 572. Proposons-nous de déterminer l'expression de la différentielle d’un volume terminé par 
ig. 89. une surfacedont l'équation est donnée. Soit EDCB, fig. 89, un volume compris dans l'angle des axes 
coordonnés Ax, Ay et Az, et terminé par un plan DCG, parallèle à celui des yz; si x devient 
æ + h, ce volume s'accroitra d'une tranche DD'CC’, dont l'épaisseur sera 2; eten nommant V ce 
que devient alors le volume, on aura 
dv PV. , EVA 
. , sas — e — —— 
VV h taea eaa T OA 
et la tranche DD'CC'FG sera représentée par 
dv VALUE 
de tt ieta ta 23 
dans le cas de la limite, cette équation nous donne 


v—V dV 
D A =D" (94). 


Ce V'—V—= + etc. ; 


Nous avons déjà fait assez connaître les méthodes des limites et des infiniment petits, pour que 
nous ne craignions pas d'employer ici quelques considérations tirées de cette dernière, afin de jeter 
plus de jour sur cette matière; on pourra ensuite, sans difficulté, revenir aux limites. L’équa- 


tion (94) nous montre que a est le coefficient différentiel qui détermine le volume ; par conséquent 


la différentielle aE dg : cette différentielle n’est autre chose qu'une tranche infiniment mince 


DD'CC'FG, dont dx serait l'épaisseur, Si dans cette tranche on fait varier y, elle deviendra infini- 
ment mince dans le sens des y, comme elle l'est déjà dans celui des x; et, par conséquent, elle se 
réduira à un petit prisme élémentaire ID/KF, dont z sera la hauteur, et qui aura pour base 
FGKL = dxdy ; nous aurons donc 


2 
de drdy = zdxdy, 
équation qui nous donnera 
dy , 
drdy — *? 


remplaçant-z par sa valeur tirée de l'équation de la courbe, cette valeur sera, en général, une 
fonction de x et de y, que nous représenterons par M, et nous aurons 


dv 
dxdy =u 
875. Pour déterminer le volume, au moyen de cette expression, écrivons-la ainsi : 
Af 
dx 
FE dy =Mdy ; 


la notation qui est dans le premier membre nous montre qu'on est parvenu à l'expression de la 
PERIIT dv ? 
différentielle de aw regardant y comme variable et æ comme constant ; la mème hypothèse 


devra donc avoir lieu lorsque, par une opération inverse, nous intégrerons ; mais alors æ, étant 
traité comme une quantité constante, pourra se trouver dans la constante qu'of doit ajouter à l'in- 
tégrale, Nous regarderons donc, en général, cette constante comme une fonction de x; et en la 
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représentant par X, nous aurons, par une première intégration, 


dv 
+ 


de = / Mdr + X... (95). 


Pour exécuter la seconde intégration, nous remarquerons que la notation pi montre que la diffé- 


rentielle du volume doit être prise en regardant x comme la seule variable : nous devons donc 
conserver la même hypothèse dans l'intégration ; ainsi, en représentant par Y la fonction de JY, qui 
remplacera la constante, et en multipliant préliminairement par dx, pour changer le coefficient 
différentiel en une différentielle, nous trouverons 


V = fdx (SJ Mdy + X) + Y. 


574. L'ordre des intégrations étant arbitraire, on peut indiquer ainsi les opérations que nous ve- 


nons d'exécuter : 
V= J Szåyråz.... (96). 


575. Pour donner une application de cette méthode, proposons-nous de trouver le volume de la 
sphère : Péquation de la sphère étant 
PPHPP, 
on tirera de cette équation la valeur de z, et en la mettant dans la formule (96), on aura 


JSfsdrdy ou fàyfzdx = fay fax Y r9 — x? — y’... (97), 
regardant y comme constant, et appelant A? la différence 7? — y?, qui est essentiellement positive, 
puisque r surpasse toujours y, nous trouverons d'abord, en intégrant par rapport à x, 


sary r= ry =s Va; 
or, d’après l'art. 282, nous avons 
— — , 1 Ds 
saxy a — 2 =Vr =A LS arc ( sin = +) +Y, 
et en mettant la valeur de A?, on trouve 
ee — 1 $ 
Jiz VRP RER VE + gear (sin = 2 
9 2 yr — 7> 
Pour prendre l'intégrale définie, observons que la constante y étant représentée par AP, fig. 90, Fig. 90. 
tous les points que nous allons déterminer par cette intégrale, doivent avoir leurs projections sur la 
direction de PM ; car Pun quelconque de ces points ayant la variable z pour ordonnée, aura AQ et 
QN pour ses autres coordonnées, et alors QN sera égal à la constante AP ; et l’autre coordonnée AQ, 


dirigée dans le sens des x, pourra être remplacée par PN : de sorte qu’en comptant les æ sur la 
droite PM, les y seront constans. Prenant donc l'intégrale de P en M, c'est-à-dire depuis £ = 0 


+Y.... (98). 


jusqu'à s = PM = V7 — 7”, nous substituerons successivement à x, dans le second membre de 


l'équation (98), les valeurs x = y r — yet x =0, et retranchant le second résultat du premier, 
nous trouverons, pour l'intégrale définie, 


à (7? — y?) arc (sin = 1) : 


et observant que l'arc dont le sinus est l'unité, vaut le quart de la circonférence représentée, sui- 
vant l'usage, par 27, cette intégrale définie devient 


1 4 Ga 
3-7) X 5% 
cette valeur de /dx}/ 7° — z — > étant substituée dans l'équation (97), on aura 


1 3 
L'adady = Fr —r)d =3" (er : £) +x; 
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et, en intégrant depuis y = o jusqu'à y == r, on trouvera 
9rr° 


Fig. 90. Sfcdrdy =? (r $a =)= = 2 a. 


Tel sera le volume qui reposera sur le quart de cercle BAC, et qui sera par conséquent le hui- 
tième de la sphère. (Note dixième.) 


De la quadrature des surfaces courbes, au moyen des intégrales doubles. 


Fig. 89. 376. Soit, fig. 89, EDCB = S, une surface courbe, et supposons que l’abscisse x s’accroisse de A; 
ds A? 


d 
cette surface deviendra s+ h+ de à + etc.; et, dans le cas de la limite, le rapport de l'ac- 


croissement de la fonction S à celui de la variable x, se réduira à = ; d'où l'on conclura que la 


différentielle est £ dæ : cette différentielle sera représentée, dans la figure, par la bande DD'CC’ 


d'une largeur infiniment petite. Si dans DD’CC’ on fait maintenant varier y, et que y de- 
vienne encore infiniment petit, la bande DD'CC’ se réduira à DD'I/’, et aura pour expression 


ds 
aaay 0 
Or, cette surface DD'IV étant infiniment petite, on peut la considérer comme plane; par consé- 
quent, en la multipliant par le cosinus de son inclinaison y sur le plan des zy, elle égalera 
dædy (note onzième); nous aurons done 
DD'IV cos y = dxdy, 
ou 


de dedy cosy = dædy ; 


d'où nous tirerons 
PS A 
dædy cos y 


Pour déterminer la valeur de y, soit Ax -+ Br + 934 D= 0, l'équation du plan tangent; 
nous savons que ce plan fait avec le plan des xy un angle qui est donné par l'équation (note 


douzième) 
CO 
VEE 


Si nous considérons donc Az + By + Cz + D — 0 comme l'équation du plan tangent au point de 
la surface courbe dont la projection est drdy, nous aurons 


= + 1+ (8 t + sae (R); 


Pour déterminer les coefficiens différentiels qui entrent dans cette expression, nous remarquerons 
qu’au point que l’on considère, le plan tangent se confond avec la surface courbe, dont nous repré- 


A dz + 
senterons l’équalion par z = f(x, y); par conséquent, les valeurs de 3 — y * a? I quientrent dans 


l'expression de cos 7, doivent être regardées, art. 77, comme les 4 que celles que Pon dédui- 
rait immédiatement de l'équation 3 = f(x, y). Ayant donc fait ces substitutions, on intégrera 
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ensuite deux fois l'équation (99), multipliée par dxdy, opération que nous indiquerons, comme 
précédemment, par un double signe d'intégration, et nous aurons 


sasar LT) 


577. Pour donner une application de cette formule, cherchons à déterminer l'expression de la 
surface de la sphère. Son équation étant 


CHPH? = 7... (100), 
nous la différentierons, et nous trouverons, après avoir divisé par 2, 


ædx + ydy + zdz = 0, 
d'où nous tirerons 


dz =— © dr —% dy; 
par conséquent 

ut ua 

CPR ET TE” 


Substituant ces valeurs dans l'expression V+ 1+ ($ = + CE) + ( zy, nous la changerons en 


Varia 


et par conséquent nous aurons 


ra V ETE- 


mettant la valeur de z, on aura 


2 rdxdy 
sne Vat E) 
fdaxdy = J Vars 
578. Pour effectuer les intégrations indiquées, nous écrirons 


Fes sn mi pr frs a01), 


et par là, nous marquerons que nous devons commencer par intégrer l'expression... 


dx 
TE E T , en considérant % comme la seule variable; faisant donc, comme précédemment, 
r'— x 


=j =M; 
el intégrant, d'après l'art. 274, nous aurons, en ajoutant une constante fonction de y, 


dx Ur +Y 
—_ == are sin — H 
A VA x ANUS 
mettant la valeur de A, et prenant ensuite l'intégrale définie depuis z = 0 jusqu'à x = Ver, 
il viendra 
dx : Tc T 
== = arc (sin = 1) = 4 circonférence ==; 
vV 122 —7° 4 2 
celte valeur, étant substituée dans l'équation (101), nous donnera 


Pr an En à = Sy +X; 


en appelant X la constante qu'on doit regarder comme une fonction de x; prenant ensuite l’inté- 
ÉLÉMENS DE CALCUL DIFFÉRENTIEL, 27 


http://rcin.org.pl 


210 CALCUL INTÉGRAL. 


grale définie entre les limites y = o et y = r, nous trouverons enfin 
rdrdy 1 
a HP, 
== 
Telle sera la partie de la surface sphérique comprise dans l’angle formé par les axes des coordon- 
nées rectangulaires x, >, z, C'est-à-dire la huilième de la partie de la sphère. e 


De l'intégration des fonctions de deux variables. 


` 


379. Les deux méthodes principales que l'on emploie pour parvenir à inté- 
grer les équations différentielles, qui contiennent deux ou un plus grand nom- 
bre de variables, consistent, 1° dans la séparation dés variables, pour pouvoir 
leur appliquer ensuite les procédés usités pour une,seule variable; 2° dans la 
recherche des facteurs propres à rendre une différentielle exacte. C’est pour- 
quoi nous allons nous occuper successivement de ces deux méthodes. 


De la séparation des variables, de l'équation linéaire du premier 
ordre, et des propriétés des fonctions homogènes. 


380. Nous avons vu que toute différentielle, pour être intégrable, devait être 

de la forme ;xdz ; ainsi, on serait arrêté dans l'intégration d'une équation, si elle 
c dr : : 

renfermait des termes tels que ydx, vrydz, Fa etc. Cependant, il ne faudrait pas 

conclure que l'intégration est impraticable; car, si, par des opérations algé- 

briques, on pouvait faire en sorte que chaque terme ne contint plus qu’une 

seule variable, l'intégration pourrait s'effectuer ensuite. L’équation xdy-ydi—0 
est dans ce cas. En effet, si l'on divise cette équation par xy, elle devient 

dx j 


et en intégrant, elle donne logy-}logv=C; et en représentant par À le 
nombre dont C est le logarithme, on peut écrire log y-}- log v=—log À, et par 
conséquent 
log vy = log À; 
passant aux nombres, on a 
sy = À. 


381. Soit l'équation plus générale 
gx .dy-}Fy .dr=0; 
pour séparer les variables, on divisera cette équation par #r.Fy, et l'on trou- 
vera 


équation dans laquelle les variables sont séparées. 
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382. Pour en donner un exemple, proposons-nous d'intégrer 
(1+2) dy=dry/ y è 
en divisant par (1 2°) Vy on aura 
dy _ á dr 
yY IF’ 
et en intégrant cette équation on obtiendra 


2 y y=arc tang rc. 


383. On séparerait encore les variables par la division dans la formule 
gx.Fy.dr -+ g'x.F'y.dy=0; 


pour cela, il suffirait de diviser par T #'x, et Fon aurait 
Z d s47 sd y==0 
Ce procédé est applicable à Rs 


z’ydz + (3y +1) dy y 2’ =0 ; 


car, si on divise par SA on obtient 


FR + AD ay = 


= 


384. L'intégration pourrait encore s'effectuer si la proposée renfermait plus 
de deux variables, et qu’on pùt la ramener à ne contenir dans chaque membre 
que des différentielles dont on connait l'intégrale, comme seraient, par exem- 
ple, les fonctions 

ydr — zdy 
y? 


. . al ij v 
qui ont respectivement pour intégrales -et vy. 
y 


, ædy—-ydx, etc., 


385. Il est une équation importante, dans laquelle la séparation des varia- 
bles s'effectue par un procédé très ingénieux, c’est la suivante : 
dy-}-Pydr = Qdz... (102), 
où P et Q sont des fonctions de +. 
Pour cet effet, on égalera y au produit des deux indéterminées X et z, ce 
qui donnera 
y=zX, dy = zdX + Xdz; 
substituant ces valeurs dans l'équation (102), on la transformera en 
zdX --X(dz-} Pzdr)= Qdr. 
X étant arbitraire, on déterminera cette fonction en égalant entre eux les 
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termes qui ne sont pas sous la parenthèse, ce qui décomposera l'équation pré- 
cédente en ces deux-ci : 

X(dz—-P:dr)—=0, zdX—Qdx; 
la première donne 


nd =— Pdr, ou logs——/Pdr, 
ou, en observant que loge équivaut à l’unité, 
—/fPdx 
log z= — / Pdz loge=loge s 


passant aux nombres, on a 


—/Pàdx 
s=—=°e 6 
on tire de la seconde 
dr fPdx 
dx == sed = Tj 


donc 


x= sQ dec; 
mettant ces valeurs de z et de X dans l'équation 
y—=2X, 
on obtient 


. — [px JPdx 
= 


Se dzc)... (103). 


Cette équation porte le nom d'équation linéaire du premier ordre; nous en ver- 
rons la raison, art. 450. 


386. La séparation des variables peut toujours s'effectuer dans les équations 
différentielles du premier ordre à deux variables, lorsqu'elles sont homogènes. 
Une équation homogène est celle dans laquelle tous les termes, considérés par 
rapport aux variables, sont de mêmes dimensions : ainsi l'équation 

axy? -beyt ox = 0 
est une équation homogène, puisque la somme des exposans de x et de y étant 
égale à 5 dans chaque terme, tous les produits +°#°, vyt, etc., sont chacun de 
cinq dimensions. 

L'équation 

axy? — bay’ +-cy = 0 
est aussi homogène, puisque la somme des exposans des variables dans chaque 
terme est 8. La variable x n’entre pas dans le dernier terme de l'équation, 
mais cette variable peut être considérée comme élevée à la puissance zéro. 


387. Soit, en général, z une fonction de v et de y composée de termes 
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homogènes, tels que Ax°y!, Br?y, Cx?"y!", ete. Si nous représentons par » la 
somme des exposans de x et de y, dans un de ces termes, nous aurons, en 
vertu de l’homogénéité, 
p+q=n, p+g=n, p+ =n, etc. 
Cela posé, si nous divisons tous les termes par 2”, l'égalité subsistera encore, 
et le terme Az/y! deviendra 
Asri Ay Ayt à OI 
a" a"? af F7 
Ce que nous disons de ce terme pouvant s'appliquer à tous les autres, nous 
aurons donc 


et en faisant T=, cette équation deviendra 
z"Fq=3, 
équation qu'on peut écrire ainsi : 
Qa" = s... (104), 
en appelant Q la fonction représentée par Fq. 


388. Considérons maintenant l'équation différentielle 

Mdv —+-Ndy —=0, . 
dans laquelle les coefliciens M et N sont des fonctions homogènes de deux 
variables x et y d’une dimension n. 


En divisant cette équation par +", elle pourra donc se mettre sous la forme 
? (Has F B dy—0; 
v v 
et si nous faisons Ts, cette équation deviendra 


dx?z— dyFs=—0, 
ou plutôt 


?z-+Fz -a o... (108). 


Pour achever d'éliminer y au moyen de l'équation a = z, où plutôt y = z, 


nous diflérentierons cette dernière équation, et nous obtiendrons 
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d'où l’on tire 


ædz RA (e=—-2F2) 
dx pre Fans 
et, en séparant les variables, 
dr dzFz 
æ 95 zFz 


Lorsqu'on aura intégré, il ne s'agira plus que de mettre dans le résultat la 
valeur de z. 


389. Prenons pour exemple l'équation +dy—y"dx xyde : en faisant y—37, 
nous trouverons 


dy= sdx ds, 
et, en substituant ces valeurs, l'équation deviendra 
vzde- rdz = 247 sx°dr ; 
réduisant et divisant par +°, facteur commun, on obtiendra 
ædz= zdr; 


cette équation, étant divisée par z° et par x, donne 


et en intégrant, on aura 


1 1 æ 
logz——-LC——-1LC——-+c, 
sr=— Oo 

T 


390. Prenons pour second exemple l'équation 
a ys 
LD EN ad du = dr . 
z—y y== yar; 
en faisant disparaître le dénominateur, on voit que tous les termes de cette 
équation sont de deux dimensions ; ainsi, nous supposerons y= 27; et en ré- 
duisant, cette équation nous donnera 


dy. (1—s) 
de (1 3)? 
dy 1e w : 
mettant pour a valeur tirée de l'équation y = zv, on aura 
ads 3(1—3) 
Tia 
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transposant z dans le second membre, et réduisant au même dénominateur, on 


trouvera 
de __(1+5) ds, 
æ 23? 

et enfin 


dz ds l r z Sa 
logr=— a a x ENE m — loge C. 


591. Lorsque l'équation proposée, outre les termes AxPy3, Bxpy1 + etc., contient des polyno- 
mes tels que 
Marys + Nas +etc.)dx, Paty“ + Qxfyw + etc.)dy, 
les variables seront encore séparables si l’on a 
P HISP HL = lrA s) k= (r H S) k= (t u) = U Hu) 1... (106). 
Pour le démontrer, faisons 
(r+Hsk=n, (+s)k=n……. (107), 
et divisons par æ” tous les termes du polynome 
Marys + Nay + etc, 
ce polynome deviendra 


prys rya .\# r N ; 
(e r tate); 
ñ W w” 


or, les équations (107) nous donnent 
n A 
r n ræt; 
substituant ces valeurs dans l'expression précédente, nous trouverons 


rs 57 k y\s yN” k 
( MA NZ +ete.) = | m2) +N (2) +ete.] i 
ce qui prouve que lorsque les équations (106) ont lieu, les polynomes élevés à des puissances se 


réduisent, comme les autres termes, à des fonctions de Z, 


Par conséquent, en faisant A = z, ou plutòt, y = z7, l'équation peut se réduire à une fonc- 


tion de z. Pour en donner un exemple, soit 
zdy — ydx = dr Y "=y"... (108), 
Cette équation écrite ainsi, 
x'yody — y'xodx = dx (x yo — æoy?)?, 
on voit que les équations (106) sont salisfaites ; ainsi, nous ferons y = zx, et par conséquent 


substituant ces valeurs dans l'équation (108), réduisant et divisant par le facteur commun, on 
obtiendra 


2 T =V 1-7, 

et par conséquent 
dx dz g 
s V1-r 
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intégrant, on trouvera, art. 275, 
log x = arc (sin = 2) + C, 
ou, en remettant la valeur de z, 


log z = arc( sin =?) +c. 


392. En général, lorsqu'on a une fonction homogène des variables v, y, z, etc., 
on peut toujours séparer lune des variables, par exemple x, en faisant... 
y=tr, s—uz, etc. (*). 


393. On emploie quelquefois des exposans indéterminés pour rendre une 

équation homogène : soit, par exemple, l'équation 

ay" x" dx + br?dr + cxdy—0; 
on supposera y=—#" ; et comme l’exposant k n’est pas une variable, mais une 
constante inconnue, on différentiera par l’art. 18, et l'on aura 

dy—#st-1ds et y" =s”; 
en substituant, on obtiendra 

ax" a"dæ — bxrdx chats ds —0; 

cette équation sera homogène si l’on a 

kmn=p, Qg+k—1=p; 
éliminant l’indéterminée k, on trouvera 

ET =p+1— 9 


m 


équation de condition qui doit avoir lieu pour que la proposée puisse être 
homogène par la substitution de y= 2 = z”+!-1, 


(*) Voici ce calcul : soit Mdz + Ndy + Pdz = 0, une équation homogène, dans laquelle M, N, 
P sont des fonctions des trois variables x, y, z; ces fonctions M, N, P contiendront des termes 
tels que Ax?y1z", Bær'ya'z"", Cxr"y1z"", et l'on aura pHgtr=p' +g +r =p" +g" +r" =n. Si 
dans l’un de ces termes, par exemple dans Ax?y2z", on substitue les valeurs y = tx, z= ux, ce 
terme deviendra 

Axptaxiura" = ap trtr X Atur = 2'Alur ; 
la même chose ayant lieu pour les autres termes, si l'on y substitue les valeurs de y et de z, l'équa- 
tion Mds + Ndy + Pdz = o aura x” pour facteur commun ; supprimant ce facteur et observant 
que dy et dz se changeront en d./x et en d.ux, elle prendra la forme 
ọ (t, u) dx + F (t, u) dix + f (t, u)d.ux =0; 


et, en exécutant les différentiations indiquées, on aura 
9 (t, u) dx +F (t, u) (tdx + xat) + f(t, u) (udx + zdu) =0; 
d'où l’on tirera 
[p (6, u) + tE (t, u) + uf (t, u)) dx = — a [F (£, u) dt + f(t, u) du); 
et par conséquent 
dx F(4, u) dt + fit, w) du 


x — g(t, u) F(t, u) 4 uft, u) 
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1 


394. Il existe, sur les fonctions homogènes, un théorème important que nous 
allons démontrer de la manière suivante : x 
Soit Mdx -}-Ndy la différentielle d’une fonction homogène z entre deux varia- 
bles x et y, nous aurons donc l'équation 
Mdr -+-Ndy = dz... (109). 


Faisant “= q et désignant par n la somme des exposans des variables, d’un des 
æ 


termes de la fonction z, on trouvera, art. 387, 
i Qr” =z; 
.ct l'on se rappellera que Q ne contient que la seule variable q, attendu que la 


à y : : y r 
fonction d’où provient Q ne renfermait que des termes en 1, qui se sont chan- 


gés en q par la substitution de q à la place de 2. Cela posé, remplaçons dans 


l'équation (109), y par sa valeur gx, substituons Qx” à z et appelons M’ et N' 
ce que deviennent alors M et N ; l'équation (109) se transformera en 
M'dx-LN'd.gr =d (Qa”)... (110) ; 
la différentielle de gx (art. 14) étant gdr -rdg, si nous mettons cette valeur 
à la place de d.gx, nous obtiendrons 
(M' -+ N'g) de HE N'rdq =d (Qz"); 
ce qui nous apprend que la différentielle totale de Qz” est 
(M N'g) de N'rdg; 
mais en effectuant la différentiation indiquée dans le second membre de l'équa- 
tion précédente, la différentielle totale de Qz” est aussi 
Qunx"-1dx EL x"d0; 
ou plutôt, parce que la différentielle d’une fonction Q de q est de la forme 
Fq.dg, 
Qnz"-dx + Fq.dq. 
Comparant ces deux expressions de la différentielle totale de Qx”, nous voyons 


que leurs premiers termes représentent également la différentielle de Qz” prise 
par rapport à x. Nous aurons donc 


M’ N'g = nQ"; 
si dans cette équation on remet y au lieu de gr, M' et N’ redeviendront Met N, 
et Pon aura 


M-N H —nQz"-", 


ou 


Mz -Ny =nsz. 
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395. Ce théorème peut s'appliquer à des fonctions homogènes d'un nombre 


quelconque de variables ; car si l'on avait, par exemple, l'équation 
Mdr + Ndy Pdt = dz, 


. = a + ‘ T z t 
dans laquelle la dimension fût toujours n, il suffirait de faire = pr =" 


pour prouver, par un raisonnement analogue à celui que nous avons employé, 
qu'on doit avoir z—2"F(q,r), et par suite 


. Mr ÆNy+Pi=nz. 


Des conditions d’intégrabilité des fonctions de deux variables. 


396. Lorsqu'on a une différentielle Mdr -L Ndy—0, on ne peut pas affirmer 
qu'il existe toujours une équation qui, étant diflérentiée, donne la proposée ; 
car, si lon différentiait, par exemple, l'équation f(x,y) —0, et qu'on en tirât 
mdx—-ndy=0, on pourrait multiplier cette équation par une fonction de x, 
et obtenir une équation Mdv + Ndy = o dont les coefliciens M et N seraient 
différens de m et de n; par conséquent, l'équation Mdx - Ndy = 0 ne résul- 
terait plus du seul procédé de la différentiation de 

fl,y)=0. 

Il en serait de même si l'on combinait arbitrairement mdr -ndy—0, avec 
l'équation primitive f (x,y) = 0; par exemple, en éliminant un ou plusieurs 
termes entre mdx—ndy—0 et f(x,y) —0, on pourrait obtenir une équation 

M'dr + N'dy = 0, 
dans laquelle les coefficiens différentiels M’ et N’ seraient différens de m et de n. 


397. Une équation qui, telle que mdz -ndy = 0, a été obtenue par le seul 
procédé de la différentiation, se nomme une différentielle exacte; il en est de 
même de toute fonction différentielle qui ne serait pas égale à zéro, mais 
qu’on aurait trouvée par le seul moyen de la différentiation. Lorsqu'une équa- 
tion différentielle Mdr -$ Ndy = 0, n’est pas une différentielle exacte, on ne 
peut songer à l'intégrer que lorsqu'on l’a rendue une différentielle exacte par 
quelque opération préparatoire. 


398. Euler résolut le premier ce problème important : 


1° Une équation différentielle étant donnée, déterminer comment on peut recon- 
naître lorsqu'elle est une différentielle exacte ? 


2° Quel est le moyen d'intégrer cette équation ? 
Avant de donner une solution de ce problème, je rappellerai que, d’après 


notre convention, art, 54, l'expression nous indique que la fonction z de x 
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et de y a été différentiée par rapport à x, et divisée par dv (*); si ensuite cette 


fonction z est différentiée par rapport à une autre variable y, puis divisée par 
dy, nous écrirons ainsi le résultat de cette opération : D Si, au contraire, 
on eût pris d'abord le coefficient différentiel de s par rapport à y, et ensuite 
par rapport à +, on aurait écrit ainsi le résultat de cette opération TA 
Lorsque s est une fonction de trois variables z, y, u, une expression telle 
d?’z 


dedia EE -——— indique qu’on a pris d'abord le coefficient différentiel de z par rap- 


que 
port à v, et ensuite le coefficient différentiel de par rapport à y, et enfin, le 


+ ARC d’s F y 
coefficient différentiel de Jad par rapport à w. Pareillement, l'expression 
dřz 
iri indique qu'on a effectué cing différentiations successives sur z, les deux 
ar 


premières par rapport à +, et les trois autres par rapport à y. 


399. Cela posé, le théorème d'Euler repose sur la proposition suivante, qui 
a été démontrée, art. 174. 

Si l’on a une fonction x de deux variables x et y, et qu’on prenne le coefficient 
différentiel de 4, d'abord par rapport à x, et qu'on prenne ensuite le coefficient 


différentiel de T; 2 y par rapport à y, on aura le même résultat que si l’on eût d'abord 
pris le io différentiel de z par rapport à y, et ensuite le coefficient différen- 
, dz y : : ; > 
tiel de g rapport à x : c'est ce qu’on exprime en disant que 
ds, d’z 
dydy  dydz 


dz 
(*) Soit dz = Adzx + Bdy + Cd£, ete., la différentielle totale de 3; le rapport To n'est autre 
chose que le coefficient différentiel A. Si l'on demandait le rapport de Ads + Bdy + Cd£, ete., à 
: dz is : 
dx, il ne faudrait donc pas le représenter par de) dans ce cas, le rapport de la différentielle totale 
x 


à dx s'écrira de l'une des manières suivantes : 


Lu ou LA 
de * dz 


http://rcin.org.pl 


220 CALCUL INTÉGRAL. 


400. Si l’on a, par exemple, z—2— sy, on trouve 
dz dz 
STi 2r- y, dy =< g; 
et par conséquent 
dibi o 4% 
dædy  dydz 


401. Cela posé, soit z la fonction dont la différentielle est Mdr Ndy; on a 
dz dz 


La première de ces équations, différentiće par rapport à y, donnera 
dM ds, 
dy — drdy”? 
la seconde, différentiée par rapport à x, donnera 
dN d’z 
Fa ee va 
Les seconds termes de ces équations étant identiques, il en résulte que 
dM dN 
07 (111); 
toutes les fois que cette équation de condition aura lieu, la différentielle pro- 
posée sera exacte. 


402. Je reconnais, par exemple, que l'expression (27— y) dx — dy est une 
différentielle exacte, parce que 


aM aN 


dy dr’ 
L'expression 
(y° + 32°) dr -+ (3y -+ 2ry) dy 


est aussi une différentielle exacte, car 


Mo __dN 
dy I= Tr 
403. L'équation ydx — sdy =o n'est pas une différentielle exacte, puisque 
M N y Nr RE > 
A =l et que Du 1. En effet, cette équation dérive de celle-ci : 
x — xd 
ydr - zdy sy 
y 
trouvée immédiatement par la différentiation, et dans laquelle on a supprimé 
le diviseur commun y°; en le restituant, on aura M = 7 N=— z et la con- 
dition M AN li | 
hr sera remplie, 
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Des conditions d'intégrabilité d’une fonction des variables x, y; et de leurs 
coefficiens différentiels successifs. 


404. La variable indépendante étant x, soient 


A y dy. 
de Pr que 1gp = re (119). 


et ainsi de suite. Si l'on prend une expression Vdx dans laquelle V soit fonction de x, de y, dep, 
de q, etc., il faudra pour que Väzx soit une différentielle exacte, qu’elle provienne par la différen- 
tiation d'une certaine fonction que nous désignerons par z; nous aurons donc Vdz = dz, ou 
plutôt 


1 
= gg ee (115). 
Supposons que V ne contienne que x et y, et que les coefficiens différentiels p et g ; c’est-à-dire 
qu'on ait 


dy dy 


V=r(z,r, Rd) 


PEA. | d? 
l'expression Vdz, à cause des coefficiens différentiels et = qu'ellerenferme, appartiendra au 


second ordre; il en sera donc de même de dz; par conséquent z devra être une fonction du pre- 
mier ordre, et ne contiendra point q. Ainsi l'on aura, en la différentiant, 


dz dz dz 
dz == da ty T tap dp... (114); 


mettant cette valeur de dz dans l’équation (115), on obtiendra 


faisant passer le diviseur dx sous la parenthèse, on aura 
dz dz dy dz dp, 
V= Gr t ay itap dr’ 
mettant au lieu des coefficiens différentiels, leurs valeurs données par les équations (112), on trou- 
vera 


dz , dz dz 
Va e'o p+ pew (115). 
Soit maintenant 
dV = Mdz + Ndy + Pdp + Qdg.... (116), 
les équations (115) et (115) vont nous fournir les moyens de déterminer les coefficiens M, N, P, Q 


F z 2 dv ` 
en fonction des coefficiens différentiels _ $ , etc. Pour cet effet la valeur M = —, tirée 
dr dx’ dx 
de l'équation (116), étant mise dans l'équation (113) différentiée par rapport à x, on a 
1 Fas 
Wa a dr? 
on trouvera de même 
dv 1 d'z 
ar N= w T” (117). 


A Pégard de P, le coefficient différentiel z, quien est la valeur, se trouvera en différentiant l'équa- 
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tion (115, par rapport à p et en + ta i: et, si ge aie que d.uv = udv + vdu, on aura 
dv dz dq 


— (118). 
dp Dur = et to? +i = A T dp dp a 
Or, le terme affecté de z est nul, car 
E 
dg _ h E dp di _d.constante , 
dp —dxdp dr dx dx g 


et comme une constante n’a point de différentielle, nous supprimerons le terme affecté a$ A 


ce qui réduira la valeur de l'équation (118) à 


dz d?z 
pa EE ta p+ q... (119). 
Cette valeur va se simplifier; car ue ai étant Epa par rapport à p, nous donne 
a! dz _ 


et en divisant par dx, on a 


1 dz d’z 
FTE dp = Ho? pot Ipi 
Cette valeur des trois derniers termes de l'équation (119) la réduira à 
ou. LUE 
Pat de dp 
En opérant de même par rapport à Q, on trouvera 
a%. 
Ft dr? dg’ 


et comme, dans notre hypothèse, la fonction z du premier ordre ne peut renfermer d'y, et par 


d P 
conséquent g, il faudra supprimer le terme où entre Jp ce qui réduira la valeur de Q à 


dz 
3 Q9 = dp $ 
en résumé, nous avons . 
1 ts 1 , dz 
W= dx”? N= gd (120) 
peh E ga 
Ar T dzy ‘ dp’ dp 


il ne s'agit plus que d'éliminer entre ces équations la fonction z, qui nous est inconnue ; or, en 
considérant les coefficiens différentiels qui s’y rencontrent, nous voyons qu’il en existe de deux 


k á i : dz dz 
sortes qui sont communs. à plusieurs de ces équations : ce sont p” T qui entrent dans les va- 


leurs de P, de N et de Q. Cherchons à éliminer ces deux Pae différentiels entre nos trois 


équations : pour cela, nous remarquerons que la différentielle de $ o quientre dansla valeur de N 
aei a l a 


(*) Si, au lieu des seuls coefficiens différentiels p et g, on avail encore r, S, t, etc., en suivant 
E S, etc.; el, par unedémonstration 
analogue, on prouverait facilement que ces expressions sont nulles. 
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dz 
est celle du terme I qu’on trouve dans la valeur de P ; nous différentierons donc l'équation qui 


a P pour premier membre, eten divisant par : nous (rouverons 
dp_1 EA dE. 
dx au" “Li Z It ap? 
par conséquent en retranchant de cette équation la seconde € es équations (120), nous obtiendrons 
dP 1 „dz 
a dp' 
11 nous reste encore ici un terme qui contient z; mais nous l'éliminerons à l’aide de la quatrième 
équation (120), différentiée deux fois, ce qui nous donnera 


dP  d’Q 


— is tag = 0 (91). 


Telle sera l'équation de condition qui devra avoir lieu, pour que V étant une fonction de x, dey, 
de p et de q, l'expression Vdz soit une différentielle exacte. 
En général, si V est une fonction de z, de y et des coefficiens différentiels p, q, r, $, t, etc., on 


trouvera 
d db dO d'R dis dT 


Mine oc LL r lns dz t ete. =0. … (122). 


405. Par exemple, si l'on avait mds + ndy, en mettant celte expression sous la forme 
(m + np) dx, la fonction V serait dans ce cas égale à m + np, et l'on en déduirait 
dn , dn 
=% ptor =m] g= -2(@ a of )=% + gp; 
1 1 > 
ces valeurs de N et de ax P mises dans l'équation N — a = 0, la convertiraient en 
dn dn dn 


eraa Ja ap 


et en réduisant on trouverait 
dm dn 


dr 
ce qui est l'équation de condition (111) de l’article 401. 


Intégration des fonctions de deux variables qui remplissent les 
conditions d’intégrabilité. — Recherches des facteurs propres à 
rendre intégrables les équations qui ne le sont pas immédiatement. 


406. Proposons-nous maintenant d'intégrer une différentielle à deux varia- 
bles, lorsqu'il a été reconnu qu’elle est exacte. Pour cet effet, nous remarque- 
rons d'abord que lorsqu'une fonction w de x et de y, par la différentiation, a 
donné Mdr + Ndy, le terme Mdr a été obtenu, en regardant y comme constant. 
Par conséquent, lorsque nous intégrerons la partie Mdx, la constante que nous 
ajouterons pourra renfermer y, et en la représentant par Y, sauf, si le cas 
l'exige, à regarder Y comme une constante ordinaire, nous écrirons 


u= /Mdr-4-Y=o0... (123). 
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Cette équation étant celle qui, par la différentiation, a dû nous donner... 
Mdr-}-Ndy= o, il suit de là que N n’est autre chose que le coefficient diffé- 
rentiel de /Mdx-}-Y, par rapport à y. 

En effectuant cette différentiation, nous aurons 
d sor Mdr 
N= te. D 


on tire de cette équation 


dY _ y _ d/Mdr 
"4 


n ( e ay 


cette valeur de Y mise dans l'équation (123), on obtient 


u= nas f(n an. (124). 


d/ Mdr 
dy 
sion, multipliée par dy, doit donner pour intégrale une fonction Y de la seule 

variable y. 


et en intégrant, 


Il est à observer que N — ne renferme pas v, puisque cette expres- 


d/M 
407. Pour démontrer que l'expression N — Te n'est pas une fonclion de x, nous en pren- 


drons le coefficient différentiel par rapport à x, et nous aurons 


d'd /Ma. 
oT. CAGE. enie 


dx dyrdx 
et en changeant l’ordre des différentiations, la seconde partie de cette expression deviendra 
(LE fMdx 
dagmar) A ar 7 
dzdy — dy : 
or, l'intégrale /Mdx ayant été prise par rapport à x, la différentielle de /Mdx, relativement à la 
à in 
A d/Mdx : : dx dM ; 
à . £ = K — 
mème variable x, sera Mdzx ; donc dz = M, ce qui réduit l'expression pr à dr 


P E aN dM r 
substituant cette valeur dans l'expression (125), nous aurons —— dy or, cette quantité est nulle 


dx 
d/Mdx 
dy 


d’après l'équation de condition d’intégrabilité; d'où il suit que la différentielle de N — 
par rapport à x, est nulle, ce qui prouve que cette expression ne renferme pas x. 
408. Au moyen de la formule (124), on peut intégrer toute fonction de 


deux variables qui satisfait à la condition d’intégrabilité. Prenons pour 
exemple 


(Gry —y)dr (3x? — 2ry)dy... (126). 
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Comparant cette expression à Mdz-+-Ndy, nous avons 
6ry—y’=M, 82? —2wy=N. 
Par conséquent, la condition d’intégrabilité est remplie, puisque l’on trouve 
dM : : SAN 


intégrant l'expression (Gry — y’)dx, dans l'hypothèse de y constant, nous aurons 
SMdr= f (ry — y) = 32°y —yr; 
substituant cette valeur et celle de N dans l'équation (124), nous obtiendrons 


ya AE UE dy 5 Lay, 


La partie affectée du signe d'intégration, en exécutant la différentiation indi- 
quée, se réduit à 

S (B2 — 2ry — 82° +- 2ry)dy; 
et, en ôtant le signe d'intégration, on a une différentielle dont les termes se 
détruisent : il suit de là que l'expression 


i d(32°y — y'r 
fi [ae 2y- 2 ; [7 


est constante, vu que toute quantité dont la différentielle est nulle, est con- 
stante ; d’où il résulte que l'intégrale cherchée est 3x°y — y°x+-constante. 


409. Si l'on n’eût pas voulu employer la formule trouvée par l’art. 406, on 
aurait pu faire directement le calcul de la manière suivante : 

On intégrera l'expression (126), en regardant y comme constant, et l’on 
aura 

JMdr = (67 y—yNdr +, 
ou 
u=3ry—ys-+Y... (127); 
différentiant cette équation par rapport à y, on obtiendra 
du 


dY 
nes — 2ry M ; 


du ,, : : 
T n'étant autre chose que le coefficient de dy dans l'expression (126), nous 
y 
avons aussi 
du 


Fra = 82 — 2ry; 


dY 
comparant ces valeurs, nous trouverons qJ, => et par conséquent Y — con- 
y 


stante; mettant cette valeur dans l’équation (127), nous trouverons 


u= 32 y — x —- constante. 
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410. Soit encore la fonction 
Wx + Sy)dr + (22°y Day -f-8y')dy ; 
si on la compare à l'expression Mdr --Ndy, on trouvera 
M—2yr +389, N—22y—-Ory By"; 
et comme l’on a 
daN 
= hyx + 9y = Fr 
la fonction proposée est une différentielle exacte. Intégrant par rapport à r, 
nous aurons 
JSMdr=y2 + 3yr- Y, 
ou 
u=ÿe + By + Y; 
différentiant cette + "i mi à y, on obtiendra 


ypa 3 
= æ Per x) +2 
d’une autre part de représentant le coefficient de dy dans l'équation propo- 
sée, nous aurons encore 
Dry On + 0y 


de ces deux valeurs de on tire cette équation 
d(yz°3yr 
0 LT T= y Day y 
et en affectant la ARRET e par rapport à y, ona 
20y oyt T T = wy- 9ry -H 8y, 


équation qui se réduit à 


done 
Y= / 8ydy—2yi+-C, 
et par conséquent l'intégrale cherchée est 
u= y’ r- 3yr- 2y --C. 
411. On a vu, art. 403, que l'équation ydr — zdy =o n'était pas une diffé- 


rentielle exacte, parce que cette équation avait perdu le facteur commun yi 


on sent donc qu'il peut exister des équations qui, telles que celle-ci, ne sont 
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pas immédiatement intégrables, mais qui le deviendraient si l’on pouvait res- 
tituer ce facteur. 


412. Soit en général l'équation PdxQdy—0, qui est une différentielle 
exacte, et z le facteur commun, que, pour plus de généralité, nous suppose- 
rons une fonction de x et de y; nous aurons 

P=Mz, Q=Nsz. 
Si l’on substitue ces valeurs dans l'équation précédente, le facteur commun z 
disparaîtra, et l'on aura 
Mdz—-Ndy—0.... (128). 
L'équation Pdr-LQdy—0 étant une différentielle exacte par hypothèse, on 
aura i 
dP dQ, 
dy de’ 
mettant pour P et pour Q leurs valeurs, cette équation deviendra 
dMz _ dNz, 
E 
et en développant, on trouvera 


Mdz , zdM Ndz , :dN P 
dy + T + (129). 
ds ds, a! 
413. Lorsque le facteur commun z est constant, dy et qp étant nuls, l'équa- 
tion (129) devient ) 
aM aN 
dy dr 


et par conséquent la condition nécessaire pour que l'équation (128) soit une 
différentielle exacte, èst remplie. Mais, lorsque z est une fonction de x et de y, 
la détermination de s dépend de l'équation (129); or, cette équation est plus 
difficile à intégrer que la proposée, qui ne renferme que le seul coefficient 


différentiel tandis que l'équation (129) renferme les deux coeficiens diffé- 


. 


., 4 ds ; s A 
rentiels— et —, et contient trois variables x, y, z. 
dx dy 

414. Si l'équation est homogène, il est très facile de déterminer ce fac- 
teur; car soit Mdr X-Ndy— 0, une équation homogène, qui devienne intégra- 
ble par la multiplication d’une fonction homogène sz de x et de y; appelant # 
l'intégrale de l'équation zMdx + zNdy = 0, on a 

zMdz -}-zNdy =du.... (180); 
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cette équation étant homogène, on en déduit, art. 394, 
zMz 4- zNy=nu.... (131); 
or, si la dimension de M est représentée par mm, et celle de z par 4, la dimen- 
sion de l'un des termes zMx, zNy sera donc m - k 1 ; cette valeur étant mise 
à la place de n, dans l'équation précédente, nous aurons 
2MzÆzNy=(m+kLlu; 
divisant l'équation (130) par celle-ci, nous trouverons 
Mdr-}Ndy _ du 1 
Wedhi e miki 
Le second membre de cette équation étant une différentielle exacte, il en doit 


; 1 
être de même du premier ; d’où il suit que ———— doitêtre un facteur propre 
P f q Mr- Ny f EESE 


à rendre intégrable l'équation homogène Mdr Ndy—0. 


415. Si le facteur commun z, qui doit rendre homogène la proposée, n’est 


fonction que de x, on a T= o, ce qui réduit l'équation (129) à 


saM Ndz, „dN 
dy dank de 


Nas [dd 
NE dy : dx} 


d'où l’on tire 


et par conséquent 


dr... "(182); 


intégrant, on a 


f dM daN5 à 

d d) fiM dN) 

log z= (EE. =f E dr; 

multipliant par log e, changeant le coefficient de log e en exposant, et passant 


aux nombres, on trouve 
à he A E 


se .... (133). 
Il ne s'agira donc plus que de multiplier l'équation proposée par ce facteur z, 
pour qu’elle devienne une différentielle exacte. 


. 416. Soit, par exemple, ydr — xdy= 0; on a 
dM dN 
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au moyen de ces valeurs, la 5 (132) nous donne 


2dr 
— y 2 
d'où lon tire, en intégrant, 


log :=— 21l0gx+-log C= — log ++ log log = ; 
et en passant aux nombres, on trouve z = = : par conséquent l'expression 


ee sera une différentielle exacte. 

417. On peut trouver une infinité de facteurs qui jouissent de la même pro- 
priété. En effet, soit z un facteur qui rende exacte l'équation Mzdr-}- N:dy—0; 
en représentant par u l'intégrale de cette équation, nous aurons 

Mzdz -}-Nzdy= du; 

multipliant les deux membres par #u, nous obtiendrons 

qu (Mzdz-L Nsdy)— pudu. 
La forme de Pu étant arbitraire, nous pouvons faire, par exemple, ?u—w, et 
alors 2u°du étant une différentielle exacte, 

2u’ (Mzdr --Nzdy) = wdwu 
en sera aussi une į donc le facteur 2zw° aura la propriété de rendre intégrable 
l'expression 

Mdx - Ndy —0. 

On voit qu’on peut faire une infinité d’autres hypothèses sur pu. 


Des conditions d'intégrabilité des fonctions de trois et d’un plus grand nombre de 
variables. Intégration des équations de trois variables qui y satisfont. De l’équa- 
tion de condition qui a lieu pour que l'intégration des équations différentielles 
à trois variables dépende d’un facteur commun, et des moyens de satisfaire à la 
proposée, lorsque cette équation de condition n’existe pas. 


418. Proposons-nous de déterminer les conditions d'intégrabilité de la différentielle d’une fonc- 
tion de trois variables x, y, 3; cette fonction étant représentée par w, nous aurons 
du = Mdv + Ndy + Pdz... (154); 
par conséquent, 


du du du 
a Ain Le : 
On peut combiner deux à deux ces équations, de trois manières différentes 

du du 

PM et i N 
du du 

vT et pah 

z, dè d 

= N et =P 
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Par une démonstration analogue à celle que nous avons donnée précédemment, on déduira de 


ces équations celles-ci : y 

dM__dN dM dP dN_ dP 

a da ds da ds dy 

En général, s'il y a z variables, on aura autant d'équations de condition que ces variables peu- 

nin—1) 
2 


... (135). 


vent donner de produits distincts deux à deux, et par conséquent équations de con- 


dition. 


419. Lorsque la différentielle du est nulle, l'équation (154) se réduit à 
Mdx +Ndy + Pdz = 0; 
mettons-la sous la forme 
z = mdx + ndy... (156), 
en faisant 


M N 
n A nca (137). 


Or, si nous regardons z comme une fonction de x et de y, nous pourrons traiter l'équation (136) 
comme si elle ne renfermait que ces deux variables; par conséquent, la condition d’intégrabilité 
se réduira à celle de l’art. 401, c’est-à-dire qu'il faudra que la différentielle de m, prise par rap- 
port à y, et divisée par cette variable, soit égale à la différentielle de 72 par rapport à x, et divisée 
par æ. Pour obtenir ces expressions, nous remarquerons que la première ne sera pas seulement 


dm 2 
T’ mais devra avoir un second terme provenant de la différentiation de la variable z, regardée 


dz 
comme fonction de y ; ce terme sera donc représenté, art. 26 et 66, par = -=, Ce que nous 


dy 
disons de la différentielle totale, prise par rapport à >, devant s'appliquer à la différentielle totale, 
prise par rapport à x, l'équation de condition (111), art. 401, sera, dans le cas présent, 
am dn dz _dn , dn dz, 
dy ' ds dy dx" dz dy 
transposant et observant que, d'après l'équation (156), -= = m, et que a$ =n, On à 


dy 
dm dn dm dn 
T n ET _— mn da = O (158). 


Or, en différentiant les équations (157), d'après l’art. 16, on a 


aM dP aN dP 

am Pa Mg an_ la Na 
k P? Frae S p°? 

aM dP aN dP 

am Na Ma, an_ M'u i, 
lai : P a i F 


Substituant ces valeurs dans l'équation (158), réduisant les deux derniers termes et supprimant le 
dénominateur commun P?, nous trouverons, en changeant tous les signes, 


dM dP aN dP . aM aN 5 
ED P PTA ir N & +M de pre (139). 

Telle est l'équation de condition qui doit avoir lieu pour que z puisse être considéré comme une 
fonction de deux variables indépendantes x et y, c'est-à-dire pour qu’il puisse exister une équation 
finie entre ces trois variables ; par conséquent, si l’on prend au hasard une équation... 
Mdg + Ndy + Pdz=— 0, entre trois variables, avant de savoir si l'équation (159) est remplie, on ne 
pourra pas affirmer que l'une des variables est fonction des deux autres ; c'est-à-dire que l'équa- 
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tion différentielle proposée nécessite l'existence d'une certaine équation entre x, > et z, ou, en 
d’autres termes, que cette équation différentielle ait une équation unique pour intégrale. 


420. Une équation différentielle à trois variables, pour laquelle l'équation (159) ne se réalise pas, 
était autrefois regardée comme absurde, ou du moins comme insignifiante ; Monge, ainsi que nous 
allons bientôt le faire voir, prouva que l’on était dans l'erreur. - 

Lorsque les équations (135) ne sont pas satisfaites, si nous représentons par À le facteur propre à 
rendre Mdzx + Ndy + Pdz une différentielle exacte, les équations de condition (135) deviendront 

dM _diN d2M _diP dìN_ dP, 
dy dz’? ds dz” ds dy 
effectuant les différentiations indiquées, on obtient 


di. à iM dN 
Ho NTa (T -T)=o, 


yea p4 (S-E) =0 


(140) 
wo- rgt (a re 


Si l’on multiplie la première de ces ER par P, la seconde par — N, et la troisième par M, et 
qu’on les ajoute, les termes qui ne sont pas entre les parenthèses se détruiront ; l'équation étant 
divisible par à, ce facteur visites et il restera 


dM N°" an ARE 
résultat qui n'est autre chose que l'équation (139), et qui s'accorde avec ce que nous avons dit sur 
la fin de l’article (419); car, pour que la proposée soit intégrable à l'aide d'un facteur ), il faut 
que, comme tous les autres genres d'intégration, elle nous conduise à une équation unique entre 
x, y et z, condition exprimée par l'équation (139). Lorsque cette équation sera satisfaite, la déter- 
mination du facteur À ne dépendra plus que de deux des trois équations de condition (140), puis- 
que leur combinaison avec l'équation (139) reproduira la troisième (*). 


421. Examinons de quelle manière on peut déterminer l'intégrale, lorsque l’équation (139) est 
satisfaite. Pour cet effet, regardons l’une des variables, z par exemple, comme constante, la pro- 
posée représentée par 

Mdzx + Ndy + Pdz = 0... (141), 
se réduira nécessairement, dans cette hypothèse, à : 
Mdg + Ndy = 0... (142). 
Si cette dernière équation n’est pas immédiatement intégrable, c'est qu’il est possible que cela 


(*) Cela est facile à vérifier; en effet, si l’on avait, par exemple, les deux équations 
À ) M 
M ND Là Ga 


dy dæ dy dx 
dì dì = aP 
NP # À &) = 0, 


en ajoutant la première mullipliće par P à la seconde ER par M, et retranchant de celle 
somme le produit de l'équation (139) par À, on trouverait en réduisant, et en supprimant ensuile le 
facteur commun N, 
di dre, ; D 
tat e a 
ce quiest la seconde des équations (140). 


http://rcin.org.pl 


232 CALCUL INTÉGRAL. 


provienne d'un facteur commun qui aura disparu de l'équation (141). Désignons-le par À, nous 
aurons, en le restiluant dans la proposée, 
2Mdz + ANdy + Pdz = 0... (143), 
et en faisant z constant, cette équation deviendra 
ÌMdz + 2Ndy = 0... (144). 
Or si, par un procédé quelconque, nous trouvons un facteur qui rende intégrable l'équation (142), 
nous le regarderons comme étant celui que nous ayons nommé À; alors l'équation (144) dévenant 
une différentielle exacte, nous pourrons en obtenir l'intégrale que nous représenterons par V. Cette 
intégrale sera en général une fonction des variables x, y, el de z, traitée comme constante; par 
conséquent elle devra être complétée par une constante arbitraire (art. 406) fonction de z, que 
nous désignerons par +3; de sorte que nous aurons 
V+9?z—0.... (145); 
différentiant cette équation par rapport à s seule variable 3, on obtiendra 


D +) de; Ka 


la quantité renfermée entre les parenthèses devant être identique à celle qui multiplie dz, dans 
l'équation (143), on aura donc 


d'où l’on tirera 
des dv ; b 
Er =P — Fa (147) ; 
et comme la fonction #3, qui a été donnée par l'intégration, ne peut renfermer d'autre variable 


193 r 
que z, il en sera de même de T, Donc, en vertu de l'équation (147), il faudra aussi que... 


àP — Z se réduise à une fonction de la seule variable z. 


Il suit de ce qui précède, qu'après avoir reconnu que l'équation (139) est satisfaite, on regardera 
l’une des variables comme constante, z par exemple, ce qui réduira l'équation (141) à l’équa- 
tion (142). On examinera ensuite si les deux termes Mdx + Ndy ne peuvent pas devenir intégra- 
bles, en les multipliant par une quantité que nous avons désignée par À. Lorsqu'on sera parvenu 


dv 
à trouver ce facteur, on déterminera V ; les valeurs de 2, de Te et de P, étant alors substituées 
~ dọz 3 
dans l'équation (147), feront connaitre T. Par conséquent, en intégrant ge dz, on obtiendra la 


valeur de ọz, qu’on mettra, ainsi que celle de V, dans l'équation (145), ce qui donnera l'intégrale 
cherchée. 


422. Soit, par exemple, 
Yzdx — azdy + yxdz= 0... (148), 
qui satisfait à l'équation (139). I s'agit d’abord d'intégrer yzdx — xzdy = 0, en regardant z comme 
constant. Pour cela, on écrira ainsi cette équation : 


3 (dx — xdy) =0; 


et en remarquant que la partie qui est entre les parenthèses devient la différentielle exacte de = 


1 
lorsqu'on la multiplie par > „s On reconnait que, dans le cas présent, on a 
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Différentiant donc cette dernière quantité par rapport à z seul, l'expression SE devient». Cette 


valeur et celle de À étant substituées dans l'équation (147), cette équation deviendra 


el comme P n'est autre chose que le multiplicateur de dz de l'équation (148), nous en restituerons 
la valeur, et nous aurons 


ou plutôt 


donc 9z— constante. 
Cette valeur et celle de V convertissent enfin l'équation (145) en 


2x 
— +C—0. 
a+ 

ce qui est l'intégrale de la proposée. 


425. Prenons pour second exemple l'équation 
zydx + xzdy -+ xydz+ az d3= 0, 


qui satisfait également à l'équation de condition (139). Nous intégrerons donc zrdx -++ vzdy, en 
regardant z comme constant, et nous aurons 


zzy + 93= 0... (149). 
Cette intégration s'étant effectuée sans qu'on ait eu besoin de restituer un facteur, on voit que 


dv 
dans le cas présent À peut être considéré comme étant égal à l'unité. Ainsi l'expression Fe s'ob- 


x dv 
tiendra en différentiant seulement le produit zxy par rapport à z, ce qui donnera =? Au 


moyen de cette quantité et de celle de P, qui est %y + az’, l'équation (147) deviendra 


dez 
& = zy + 43? — x, 


ou plutôt 


multipliant par dz, et intégrant par rapport à z, nous obtiendrons 
az’ 
pz = 5 + cC =0 3 
d'où nous conclurons que l'intégrale cherchée est 
dz? 
arz+ gy te 
424. Lorsque l'équation (139) n’est pas satisfaite, on ne saurait admettre qu’il existe une équa- 


tion qui, étant différentiée, produise la proposée; par conséquent l'équation (147), qui repose sur 


cette hypothèse, ne saurait subsister; c’est ce qui va devenir sensible dans l'exemple suivant : 
Soit donc 


æydx — zxdy + (z7? — 7°) dz = 0; 
une équation qui ne satisfait pas à l'équation de condition (139). Examinons de quoi se compose, 


dans le cas présent, la partie XP — z qui formerait le second membre de l'équation (147), si 
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cette équation avait lieu. Pour cet effet, en regardant z comme constant, nous aurons 
gyds — zxdy = 0, 


équation qui devient intégrable si on la divise par zy; donc 


1 à 
À ma et V=zxz—z2log}; 


t 1P LL our valeur 
par conséquen Ja P 


z? — y? 
ay 
Or, cette quantité étantune fonction de trois variables £, 7, z, ne peut se réduire à une fonction 
de z seul, comme l’exigerait l'équation (147), si elle avait lieu; donc, dans le cas actuel, cette 
équation (147) ne saurait subsister. 


+ log y. 


425. Soit maintenant Mdx + Ndy + Pdz = o une équation différentielle, pour laquelle l'équa- 
tion de condition (139) ne se réalise pas ; désignons par À le facteur propre seulement à rendre 
intégrable la partie Mdx + Ndy, prise en regardant z comme constant, et multiplions la proposée 
par ce facteur, nous aurons 

Mde + ANdy + ìPdz = 0... (150); 
intégrant la partie XMdx + ìNdy, dans l'hypothèse de z constant, l'intégrale que nous obtiendrons 
pourra être représentée, comme dans l'art, 421, par 
V+9:=0. 

La différentielle de cette équation étant prise par rapport aux trois variables, nous ne pourrons en 
conclure son identité avec l'équation (150) ; car l'équation de condition (159) ne subsistant pas, il 
en résulte que l'équation (150) ne peut être regardée comme provenant de la différentiation d'une 
autre équation ; et comme c’est sur celte hypothèse que repose l'équation (147), on voit qu'alors 
elle ne peut plus exister : mais s’il n'est pas permis d'admettre que la proposée provienne d’une 
seule équation différentiée, lorsque l'équation (139) ne se réalise pas, changeons donc d'hypothèse, 
et regardons cette proposée comme le résultat de deux équations. Prenant V + x = 0 pour la 
première, nous pourrons adopter pour la seconde une relation arbitraire entre z, 7 et z, pourvu 
toutefois que, conjointement avec la première, elle entraine la destruction de tous les termes de 
l'équation (150). Supposons donc que cette relation soit celle qui est donnée par l'équation (147), 
équation qui ne subsistait plus lorsqu'on exigeait qu’elle satisfit à la proposée ; mais qui, dans 
l'hypothèse actuelle, est admissible, puisqu'il est facile de reconnaître qu'avec le concours de 
l'équation (145) elle satisfait à l'équation (150). 

En effet, en différentiant l'équation (145) par rapport aux trois variables, l'équation (144) nous 
fournira d’abord les termes qui proviennent de la différentiation prise par rapport à x et ày; car 
nous avons vu que l'équation (145) était l'intégrale de l'équation (144) prise par rapport à ces deux 
variables. On ajoutera ensuite aux termes ÀMdzx + ANdy ainsi oblenus, ceux qui proviennent de 
la différentiation de l'équation (145), prise par rapport à z, et l’on aura de la sorte 


V dez 
Maz Handy + D d3 + LE da = 0. 


Sidans cette équation on remplace les deux derniers termes par leurs valeurs tirées de l'équa- 
tion (147), on obtiendra 

Mdr + ìNdy + 2Pdz = 0; 
équation dans laquelle on reconnaît la proposée, et qui est par conséquent satisfaite entièrement 
par les deux équations 


d 9z < 
Y+9:=0 et A + Le = ìP.... (151), 


dz 
employées simultanément. 
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426. Prenons pour exemple l'équation 
yay + zdz = di; 


si l'on regarde z comme constant, le facteur propre à rendre intégrable la partie ydy + zdz, 
est 2; par conséquent nous aurons 
2ydy + 2zdx — 2dz = 0.... (152); 


cette équation sera satisfaite par le système des deux suivantes : 


dez 
NHSr+ez=0, 2% + E Ra +2 = 0. (153). 


En effet, la première étant différentiće par rapport à toutes les variables, donnera 
dọz 
2ydy + 2zdx -+ 2xdz + — ` q> = 0; 


tirant de cette équation la valeur de 2ydy +2zdz, et la substituant dans l'équation (152), on ré 
duira celle-ci à 


— 2xdz — aF z — 2d3= 


équation satisfaite d'elle-même, en vertu de la seconde des équations (153). 


427. Les équations (153) nous montrent que la forme de la fonction pz est absolument arbitraire, 
el que, par conséquent, si l'on fait, par exemple, ọ3 = 3°, on y satisfera aussi par le système des 
équations 


J+ 2232 + 33 = 0, 2x + 53° + 2 = 0... (154). 


428. Au moyen de ces deux équations entre trois variables, on pourra construire (note trei- 
zième) une courbe à double courbure qui, dans tous ses poiñts, satisfera à la proposée ; mais, si 
au lieu de prendre 93 = 3°, on prenait pour #3 une autre fonction de 3, on déterminerait une 
autre courbe à double courbure, qui satisferait également à la proposée ; d’où il suit que les équa- 
tions (153) représentent une suite de courbes à double courbure qui satisfont à la proposée, et qui 
sont liées entre elles par la propriété commune que leurs équations ne diffèrent entre elles que par 


des 


les termes représentés par ọ3 et par de 


Théorie des constantes arbitraires. 


129. Une équation V=o entre v, y et des constantes, peut être considérée 
comme l'intégrale complète d’une certaine équation différentielle dont l’ordre 
‘dépendra du nombre des constantes que V = o renfermera. Ces constantes 
sont nommées constantes arbitraires, parce que si l’une est représentée par a, 
et que V ou l’une de ses différentielles soit mise sous la forme f(x, y) —=a, on 
voit que a ne sera autre chose que la constante arbitraire que donnera l'inté- 
gration de d f(x, y). Cela posé, si l'équation différentielle en question est de 
l'ordre #, chaque intégration introduisant une constante arbitraire, il faudra 
que V—0, qui est censé nous être donné par la dernière de ces intégrations, 
contienne au moins # constantes arbitraires de plus que notre équation diffé- 
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rentielle (*). Soient done 
\ 


d dy d? 
F(t, y) =0,F (z, Y: D) (z, A D FA —0... (155), 


l'équation primitive d’une équation différentielle du secônd ordre, et ses dif- 
férentielles immédiates ; nous pourrons, entre les deux premières de ces trois 
équations, éliminer successivement les constantes a et b, et obtenir 


d d 
e(a Y, T Do, ea, UA F, a)=o.... (156). 
Si, sans connaître F (v, y)=0, on parvenait à trouver ces équations, il suffirait 


‘d'éliminer entre elles a pour obtenir F (x, y) = 0, qui serait l'intégrale com- 


+ + 


plète, puisqu'elle renfermerait les constantes arbitraires a et b. 


430. Si l'on élimine la constante b entre la première des équations (156) et 
sa différentielle immédiate, et qu'on élimine de même la constante a entre la 
seconde des équations (156) et sa différentielle immédiate, on obtiendra sépa- 
rément deux équations du second ordre, qui ne différeront point entre elles, 
autrement les valeurs de x et de y ne seraient pas les mêmes dans l’une et dans 
l’autre. Il suit de là qu’une équation différentielle du second ordre peut pro- 
venir de deux équations différentielles du premier ordre, qui sont nécessaire- 
ment différentes, puisque la constante arbitraire de l'une n’est pas la même 
que la constante arbitraire de l'autre. Les équations (156) sont ce qu'on 
appelle les intégrales premières d’une équation différentielle du second ordre 
qui est unique, et dont l'équation primitive F (x, y)}—0 est l'intégrale seconde, 


431. Prenons pour exemple l'équation y—ar 4-b, qui, à cause de ses deux 
constantes, peut être regardée comme l'équation primitive d’une équation du 
second ordre. On en tire par la différentiation, et ensuite par l'équation de a, 

dy 


„dy 
Je y= g ree (157). 


Ces deux intégrales premières de l'équation du second ordre que nous cher- 


(*) Si une équation en z et en y ne renfermait pas 72 constantes arbitraires de plus que l'équa- 
tion différentielle de l'ordre z, elle ne pourrait en être regardée comme l'équation primitive. Par 


z A 
exemple, l'équation y = az? = bax par deux différentiations successives, 


n’en est qu'uneintégrale particulière. En effet, cette ee s'obtient en faisant b = o0 et c = 0 
dans l'intégrale complète, qui est y = ax? + bx + c. 

Observons encore qu’on ne doit considérer que comme une seule constante celles qui ensemble 
affectent une même puissance de x. C’est ainsi que dans cette équation y = (4 + b) x + c, on ne 
compte a + b que pour une constante. 
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chons, étant différentiées chacune en particulier, conduisent également, par 


oo ET A FRERE: 
l'élimination de a et de b, à l'équation unique D =—=0) 
` . 5 . 
Dans le cas où le nombre des constantes surpasse celui des constantes arbi- 
traires requises, les constantes excédantes, par la raison qu'elles sont liées aux 
mêmes équations, n’amènent aucune relation nouvelle. Cherchons, par exem- 


ple, l'équation du second ordre dont la primitive est , 
y=} arbres. (158); 


en la différentiant, on obtient 

dy 

-~= =ar 4b... (159). 
dr is at . « 
L’élimination de b et ensuite celle de a entre ces équations nous donnent sépa- 
rément ces deux intégrales premières : 


nt dy 1 r ca dy 1 s ê 
y= ai +c, y=3 g a tees (160). 


ee 1 3 + 
En éliminant “ entre les équations (160), on tombe sur l’équation primi- 


tive (158). D'un autre côté, si l'on différentie la première des équations (160), 
on trouvera en réduisant 


Si au contraire on eût différentié la seconde des équations (160), on aurait 
trouvé en réduisant, 


équation qui coïncide avec celle qui est désignée par le n° 161, en remplaçant 
le second membre par sa valeur tirée de l'équation (159) (*); ce qui montre 


que les équations (160) conduisent à la même équation par des chemins diffé- 
rens. 


432. Appliquons de semblables considérations à l'équation différentielle du 
troisième ordre ; en différentiant trois fois de suite l'équation F (x, y) —0, nous 
aurons 


d 2, 2 3 
F (z Y, TD). F (z Y, à, D)= o,F (z M-A S, e 


(*) Dans le cas où nous ne connaîtrions pas l'équation primitive (158), on pourrait contester 
l'emploi que nous avons fait de l'équation (159) qui en dérive. Je répondrai qu’il suffit d’avoir les 
équations (160) pour en tirer l'équation (159) par l'élimination de c. 
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ces équations admettant les mêmes valeurs pour chacune des constantes arbi- 
traires que renferme F (x, y) —0, on peut en général éliminer ces constantes 
entre cette dernière et les trois précédentes équations, et obtenir un résultat 
que nous représenterons par 
dy d'y d'y 
f(z VE dx’ dr” Le —0.... (162). 

ce sera l'équation différentielle du troisième ordre de F (x, y) —0, et de laquelle 
les trois constantes arbitraires seront éliminées ; réciproquement F (x, y) = 0 
sera l'intégrale troisième de l'équation (162). 


433. Si l’on élimine successivement chacune des constantes arbitraires entre 
l'équation F (x, y) —0 et celle que l'on en tirerait par la différentiation, on 
obtiendra trois équations du premier ordre, qui seront les intégrales secondes 
de l'équation (162). 

Enfin, si l’on élimine deux des trois constantes arbitraires, à l’aide de l'é- 
quation F (x, y) —0 et des équations que l'on en déduira, par deux différen- 
tiations successives, c'est-à-dire si l'on élimine ces constantes entre les équa- 
tions 

N 2 
F(z, ÿ)=0, F (z Y, g=, re, “Se, D). (163), 
on pourra conserver successivement dans l'équation qui proviendra de Péli- 
mination, l’une des trois constantes arbitraires ; par conséquent on aura autant 
d'équations que de constantes arbitraires. Soient donc a, b, c ces constantes 
arbitraires ; les équations dont nous parlons, considérées seulement sous le 
rapport des constantes arbitraires qu’elles renferment, pourront être repré- 
sentées ainsi : 
gc—0, gb—0, pa—0.…. (164). 

Comme les équations (163) concourent toutes à l'élimination qui nous donne 
l’une de ces dernières, il suit de là que les équations (164) seront chacune du 
second ordre; on les appelle les intégrales premières de l'équation (162). 


434. En général, une équation différentielle d’un ordre n aura un nombre # 
d'intégrales premières, qui contiendront par conséquent les coefliciens diffé- 
d'y 
dz"-! 
de coefliciens différentiels ; et l'on voit que lorsque ces équations sont toutes 
connues, il suffit d'éliminer entre elles ces coefliciens différentiels pour obte- 
nir l'équation primitive. 


: . dy. * : s T 
rentiels depuis T jusqu'à inclusivement, c’est-à-dire un nombre n — 1 
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Des solutions particulières des équations différentielles du premier 
ordre. 


435. Nous avons vu, art. 354, qu'une intégrale particulière pouvait tou- 
jours se déduire de l'intégrale complète, en donnant une valeur convenable à 
la constante arbitraire que renferme cette dernière. 

Par exemple, si l'on nous donne l'équation 


zdr Lydy=dyy Ey —@, 
dont l'intégrale complète est 
y+e=V ry — a; 
et que, pour plus de commodité dans les calculs, on fasse évanouir les radi- 
caux par l'élévation au carré, la proposée deviendra 


dy? di 5 
(aa) F 2r eo... (165). 


et l'on aura pour l'intégrale complète 
2cy—c— x a =o... (166). 
Il est certain qu'en prenant pour c une valeur constante arbitraire c—%a, on 
obtiendra cette intégrale particulière : 
2cy -4-50 — x —0, 
qui aura la propriété de satisfaire à l'équation proposée (165) tout aussi bien 
que l'intégrale complète, En effet, on tire de cette intégrale particulière 
_#—50 dy e 
1 ? a ce? 


ces valeurs réduisent la proposée à 


équation qui devient identique, en substituant dans le second membre la 
valeur de c° que nous fournit la relation c —2a, établie entre les constantes. 

Pendant long-temps on crut que cette propriété de l'intégrale complète était 
générale, et que lorsqu'une équation différentielle en x et en y était donnée, 
on ne pouvait rencontrer une équation finie entre les mêmes variables, qui 
ne fût un cas particulier de l'intégrale complète, en donnant, comme nous 
venons de le faire, une valeur arbitraire à une constante; mais on s'aperçut 
enfin que cela n’était pas toujours, et Euler lui-même, dans un Mémoire publié 
en 1756, regardait comme un paradoxe du calcul intégral le fait singulier de 
l'équation 

ay =a... (167), 

qui a la propriété de satisfaire à l'équation différentielle (165), et qui n’est 
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point comprise dans son intégrale complète. En effet, cette équation étant 
différentiée, donne vdv — — ydy; cette valeur et celle de 2° +- y’ étant sub- 
stituées dans l'équation (165), en font détruire tous les termes, et néanmoins 
l'équation (167) n'est pas comprise dans l'intégrale complète ; car, quelque 
valeur constante que l'on donne à c dans l'équation (166), jamais cette équa- 
tion ne pourra amener l'équation (167), puisque la première, étant celle d’une 
parabole, ne peut, dans aucun cas, devenir l'équation (167), qui est celle d’un 
cercle. 

Cette équation (167), qui satisfait à la proposée sans être renfermée dans l'in- 
tégrale complète, s'appelle une solution particulière ou singulière de la pro- 
posée. Clairaut, dès 1734, avait remarqué ce fait, et l’on crut long-temps que 
ces sortes d'équations n'étaient pas liées à l'intégrale complète; Lagrange fit 
voir qu’elles en dépendaient, et à ce sujet exposa la théorie que nous allons 
développer. 


436. Soit Mdr + Ndy = 0, une équation différentielle du premier ordre 
d’une fonction de deux variables v et y; on peut concevoir cette équation 
comme provenant de l'élimination d’une constante c entre une certaine équa- 
tion du même ordre, que nous représenterons par mdz ~} ndy =o, et l’inté- 
grale complète F (zr, y, c)—0, que nous désignerons par w. Or, dès que tout se 
réduit à prendre la constante c de manière que l'équation Mdv -}- Ndy = o 
soit le résultat de l'élimination, on sent qu’il est même permis de faire varier 
cette constante c, pourvu que l'équation Mdr-L Ndy—0 ait lieu : dans ce cas, 
l'intégrale complète F (v, y, c) =o prendra une plus grande généralité, et repré- 
sentera une infinité de courbes du même genre, différant les unes des autres 
par un paramètre, c’est-à-dire par une constante. Cette hypothèse est admis- 
sible, puisque, lorsque l'équation Mdr ~- Ndy — o est donnée, il est dans 
l'esprit de l'analyse de ne rejeter aucun des moyens qui ont pu amener cette 
équation. 


437. Supposons donc que l'intégrale complète étant différentiée, en consi- 
dérant c comme variable, on ait obtenu 


dy = Var + Mac... (168), 
équation que, pour simplifier, nous écrirons ainsi : 

dy=pdr— agde... (169). 
Il est certain que si p restant fini, gde est nul, le résultat de l'élimination de c 
variable entre F (x, y, c) = 0 et l'équation (169), sera le même que celui de € 
constant entre F (zx, y, c)=0 et l'équation dy—pdx (*), car l'équation (169), par 


(Č) Ce résultat est, par hypothèse, Mds + Ndy = 0. 
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la raison que gde est nul, ne diffère pas de dy—pdr ; mais pour qu'on puisse 
awoir gde — 0, il faut que l’un des facteurs de cette équation soit nul, c’est-à- 
diire que l'on ait i 
de=o ou q=0. 

Dans le premier cas, de — o donne c — constante, comme cela a lieu pour les 
intégrales particulières ; ce ne sera donc que le second cas qui pourra convenir 
à une solution particulière : or, q étant le coefficient de de de l'équation (168), 
om voit que q =0 revient à 


Cette équation renfermera c ou en sera indépendante; si elle renferme c, il 
peut arriver deux cas : ou l'équation g — o ne contiendra que € et des con- 
stantes, ou cette équation contiendra c avec des variables. Dans le premier 
cas, l'équation g—0 donnera encore c = constante, et dans le second caselle don- 
nerac= f(x,y) (*); cette valeur, étant substituée dans l'équation F (x, y,c) —0, 
la changera en une autre fonction de x et de y, qui satisfera à la proposée sans 
ètre comprise dans son intégrale complète, et par conséquent en sera unesolution 
singulière ; mais on aura une intégrale particulière si l'équation c =f (x, y), 
au moyen de l'intégrale complète, se réduit à une constante. 


438. Lorsque le facteur g =o de l'équation gde—0 ne contient pas la con- 
stante arbitraire c, on connaîtra si l'équation g =o donne lieu à une solution 
particulière, en combinant cette équation avec l'intégrale complète (*). Par 
exemple, si de g =o on tire x—M, et qu'on mette cette valeur dans l’inté- 
grale complète F (x, y, c) =o, on obtiendra 

c —constante =B, où c—/fy. 


Dans le premier cas, g—0 donne une intégrale particulière; car changeant 
c en B dans l'intégrale complète, on ne fera que donner une valeur particu- 
lière à la constante, tout comme on le fait quand on passe de l'intégrale com- 
plète à une intégrale particulière, Dans le second cas, au contraire, la valeur fy 


(*) Bien entendu que cette équation renferme comme cas particuliers ceux où l’on aurait c=/x 
oue= fr, 

(**) Dans ce dernier cas, où g ne contient pas €, on peut se demander comment on a le droit 
d'égaler q à zéro. Je répondrai que la valeur qu'on a donnée à c dans l'intégrale complète déter- 
mine l'égalité de g à zéro. En effet, lorsque nous tirons la valeur x = fy de l'équation q = 0, 
pour la substituer dans F (x, y, c), et obtenir F (7, fY, €), c'est la même chose que de tirer x de 
F (x, Y, C) = 0 et d'en substituer la valeur dans g. Par conséquent, le résultat de cette dernière 
opération sera encore F (y, fr, c). Il ne s'agit plus que de prouver que ce résultat est égal à zéro 
pour constater qu’il en est de même de q ; or c’est ce qui a lieu, en considérant F (y, fr, c) comme 
provenu de la première opération, c’est-à-dire de F (x, y, c)= 0, dans lequel on aurait mis pour x 
sa valeur, 
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introduite à la place de c, dansl'intégrale complète, établira entre x et y une 
relation différente de celle qui avait lieu lorsqwon ne faisait que remplacer c 
par une valeur constante arbitraire. On aura donc, dans ce cas, une solution 
particulière. Ce que nous disons de y peut s'appliquer à x. 


: ; i o 
439. Il arrive quelquefois que la valeur de c se présente sous la forme — : 
o 


cela indique un facteur commun qu’il faut faire disparaître. (Wote quatorzième.) 


440. Appliquons maintenant cette théorie à la recherche des solutions par- 
ticulières, lorsque l'intégrale complète est donnée. 
Soit l'équation 
ydr — rdy—=ay/ dr dy... (171), 
dont l'intégrale complète se détermine par le moyen suivant : 
Si l’on divise cette équation par dr, et que l'on fasse s = p, on obtient 
d’abord 
y—pz=aV 1+-p°.... (172); 
différentiant par rapport à x et à p,ona 
apap 
dy — pàr — rdqp= — 7 "— ; 
VIr’ 


observant que dy—pdr, cette équation se réduit à 
apdp 
ædp + == 0) 
14r 


et l'on y satisfait en faisant dp—o. Cette hypothèse donne p—constante =¢, 
valeur qui étant mise dans léquation (172), nous fait obtenir 


* y—es=ay 1} è... (173). 
Cette équation renfermant une constante arbitraire c, qui n'était pas dans la 
proposée (171), en est donc l'intégrale complète. 


441. Cela posé, la partie gde de l'équation (169) s’obtiendra en différentiant 
l'équation (173) par rapport à c, regardé comme seul variable ; en opérant 
ainsi, on aura 

acdc 


æde +- = 0; 
VT+e 
par conséquent, le coefficient de de, égalé à zéro, nous donnera 


ac 


M (174). 
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Pour dégager la valeur de c, élevons cette équation au carré, nous trouverons 
(ie) = 46 ; 
d’où nous tirerons 


z’ a’ = a 
i ipes et VIe m7 rer 


== 


a — 2? 


au moyen de cette dernière équation, éliminant le radical de l'équation (174), 
nous obtiendrons ensuite 


Co mr voue (176), (À 


+ Va —2 


Cette valeur et celle de V4 1+-c*, étant mises dans l'équation (173), nous 


aurons 


2 


g a 
Pen fac 


d'où nous tirerons 
a — r? 
ae Voir 
équation qui, étant élevée au carré, nous donnera 
p—=a— 12... (176); 
et l'on voit que cette équation est effectivement une solution particulière; car, 


TES z xde 
en la différentiant, on obtient dy =; cette valeur change l’équa- 


tion (171) en 
p2 vdr? 
de, J E, 
i Fr 


réduisant aux mêmes dénominateurs, et en vertu de l'équation (176), rempla- 
çant +°—Ly° par a°, on obtient a —«?. 


442. Dans l'application que nous venons de donner des principes démontrés 
art. 437, nous avons déterminé la valeur de c en égalant à zéro le coefficient 
différentiel E Ce procédé peut être quelquefois insuffisant. En effet, 
l'équation 

dy=pdxr+-qde, 
étant mise sous cette forme : 


Adr-} Bdy+-Cde— 0, 


(*) Nous n'avons pas affecté vi + c* du double signe, parce que x et c étant de signes contrai- 
res, dans l'équation (174), il faut qu’il en soit de même dans l'équation (175). 
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où A, B et C sont des fonctions de x et de y, nous en tirerons 


C B C 
gie de——dy—#dor. (177), 


et nous voyons que si tout ce que nous avons dit de y, considéré comme fonc- 
tion de zx, est appliqué à x considéré comme fonction de y, la valeur du coefti- 
cient de de ne sera pas la mème, et qu’il suffirait seulement que quelque 
facteur de B détruisit dans C un autre facteur que celui que pourrait y dé- 
truire un facteur de A, pour que les valeurs du coefficient de de, dans les deux 
hypothèses, parussent entièrement différentes. Aussi, quoique bien souvent 


dy=— {dr — 


ETRA C 
les équations = 0 et + = 0 donnent pour c la même valeur, cela n'arrive 


A 
pas toujours. C’est pourquoi lorsqu'on aura déterminé c au moyen de l’équa- 
nd ; ARTE E , dr _, 
tion T= o, il ne sera pas inutile de voir si l'hypothèse de Jo ‘mène le 


même résultat. 


443. Clairaut remarqua le premier une classe générale d'équations suscep- 
tibles d’une solution particulière; ces équations sont renfermées dans la 


suivante : 
dy dy 
af © T7 (a) 


équation que nous pourrons représenter par 


ue y =pr-+Fp.... (178); 
différentiant, nous trouverons 


dF 
dy = pàr- rdp- p dP; 


cette équation, à cause de dy—pdx, se réduit à 


ædp Fa ge dp—0; 


et comme dp est facteur commun, elle es s'écrire ainsi : 


(: dS dFp 


Te) dp=0. : 
On satisfait à cette équation en faisant dp—0, ce qui donne p ==constante=¢; 


dp 
par conséquent, en substituant cette valeur dans l’équation (178), nous 
trouverons 


y= ct- Fe; 
cette équation est l'intégrale complète de la proposée, puisqu'une constante 
arbitraire c a été introduite par l'intégration. Si l'on différentie cette équation 


par rapport à c, on aura 
f T) 
z-— | de =0, 
( de 
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par conséquent, en égalant à zéro le coeflicient de de, on a l'équation 
dFe 
gt = o0 
de y 
qui, par la substitution de c dans l'intégrale complète, donnera la solution par- 
ticulière. (Wote quinzième.) 


De Vintégration des équations différentielles du second ordre. 


444. La formule générale des équations différentielles du second ordre à 
deux variables est 


dy dy 
f(z, TA T) =o... (179). 


Nous ne chercherons pas à intégrer cette équation dans ce degré de généra- 
lité; mais nous allons examiner comment on en peut trouver l'intégrale dans 
des cas particuliers. 


445. Considérons d’abord l'hypothèse où l’on a 
dy d’ 
f(e £ e) =o. (180); 


pour intégrer cette équation on fera Yp, $ Ë J= -À et elle se réduira à 


(ere) (181). 


Si cette équation peut s'intégrer, et qu'on en tire p—X, on obtiendra facile- 

Eee: X 
ment la valeur de y; car l'équation £ = p nous donnant y = /pdy, si l'on 
substitue dans cette équation la valeur de p, on aura y= / Xds; mais si l’équa- 
tion (181), au lieu de donner la valeur de p en x, donnait celle de x en fonc- 
tion de p, de manière qu'on eût v=P, en intégrant par parties dy =pdxv, on 
aurait d’abord 


y=pz— frdp; 
mettant dans cette équation la valeur de x, on trouverait 
y=pa — f Pdp. 
446. Considérons maintenant le cas où l’on a 
/ dy d4 
(a Z, g — 0... (182). 
MT dy . dy dp 
En faisant de =?» on trouverait F7 = gp) et en remplaçant dx par sa valeur 
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d i ; 
S3 cette équation deviendrait 


d'y _pdp 
de dy ` 
dy d’y € : ' 
mettant ces valeurs de FTA et de I dans léquation (182), on la converti- 


rait en 
f(e, p, dy, dp) =0; 
si cette équation peut donner p=Y, on substituera cette valeur dans l'équa- 


tion dr, et l'on obtiendra en intégrant 
dy 
= y’ 


si au contraire y se détermine en fonction de p, et que l’on ait par conséquent 


g 


Si leni d , 
y=P; pour avoir v, on intégrera par parties Péquation dr = s et l'on aura 


y dp 
PA dp, 
LRT r p: 


et en substituant dans cette équation la valeur de y, on trouvera 


P S dp 
T—=— P—; 
P + p” 


et ayant intégré, on éliminera ensuite p au moyen de l'équation y =P. 


(art. 279 et 16) 


447. Lorsque l'équation (179) ne renferme avec quelune des trois quan- 


.…. dy k 
tités dr x ety, nous avons, dans le premier cas, 


dy dy) | 
1 Te) = 0. (183). 


nt , a APE, TSE ETEA i 
Faisant 7; = p, et par conséquent T- = Jp On substituera ces valeurs dans 
d 
F (e. P)=0 

On tire de cette équation 
d 
PP... (184) 
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s= f F.n (185). 


dy 
D'une autre part l'équation el =p nous donne 


dx 
et en y substituant la valeur de Pe donnée par l'équation (184), on obtient 


y= PP (186). 


Lorsqu’on aura intégré les équations (185) et (186), on éliminera entre elles 
la quantité p pour avoir une équation en v et en y. 


et par conséquent 


. dy 
de 


` 448. D 


ona 


d'y 
dz? 
multipliant par dx et intégrant, on trouve 


d 
= f'Xdx +C; 


un: 


représentant par X’ l'intégrale indiquée dans cette équation, on a 
dy A 
3 +c ; 

multipliant de nouveau par dx, et intégrant, on obtient 


y=SX' dr} Cr +. 


449. Enfin, lorsque T T est donné en fonction de y, il s’agit d'intégrer l'é- 


quation 
dy _ 
de + 
Pour y parvenir, on la multipliera par 2dy, ce qui donnera 
dy dy’ 
2. qs —2Ydy; 


le premier membre étant composé comme la différentielle de +’, on trouvera, 
en intégrant, 


= f2Ydy+-C; 


el en tirant la racine piri on obtiendra 


a =y C43 Ydy; 


E 
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d’où l’on tirera, par une nouvelle intégration, 
? 


Lait Op À - SJ 
=f; Jay 


Des équations linéaires. 


450. Une équation différentielle entre deux variables x et y, est linéaire lorsque les expressions 

ddr dy dr 
rx dr de” de 
supposant que A, B; C, D..., N, X, soient des fonctions de x, l'équation linéaire du neuvième ordre 
sera 


ne sont élevées, dans cette équation, qu’au premier degré : ainsi, en 


ay +B +0 + DEA. + nd Z= Xe. (187). 


Lorsque cette équation est du premier degré, elle se réduit à 
dr 
Ay +B = X; 
chassant le dénominateur, et divisant par B, on peut la mettre sous cette forme 
1 dy +Prdx = Qdx, 
et nous avons vu, art. 585, que cette équation avait pour intégrale 


m6 PR Lo PE je LC, 


451. Lorsque le terme en X est nul dans l'équation (187), si un nombre 7 de valeurs particu- 
lières p, q, r, etc., mises successivement à la place de, ont chacune la propriété d’y satisfaire, il 
suffira de multiplier p, g, r, etc., par des constantes arbitraires a, b, €, etc., pour conclure que 
l'intégrale finie complète de cette équation est 


= ap+ bq + cr, ete. 


La démonstration de cette proposition étant la même pour tous les degrés, nous ne considérerons 
que l'équation 


arte? AA Z 4p $Z =o... (188). 


En mettant successivement à la place de y les valeurs hypothétiques p, q, r, nous aurons 


ag+8 1 14c 


P 


ar+BT E a a ” = 0; - 


A., P A : ‘ 
multipliant ces trois équations, la première par a, la seconde par b et la troisième par c, et ajou- 
tant les résultats, on trouve 


2 dp e ME e2 
A (ap + bg + on +B (a igt b a g) ET ee + a) 
+ (a Ë aa t +0T+em)=e 


Or, il est évident que cette expression, qui est identiquement nulle, est la même que celle qu’on 
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obtiendrait en faisant y = ap + bq + cr, dans l'équation (188) ; donc cette valeur de y satisfait à ` 
l'équation (188); et comme elle renferme trois constantes arbitraires, elle est l'intégrale finie com- 
plète de l'équation (188). 


452. Lorsque X n’est pas nul dans NT 


dy 
AY + LEE a AEN p 7 . (189), 


c2 w= 


si l'on peut trouver trois valeurs particulières p, g, r, qui, mises successivement à la place de EA 
satisfassent chacune à l'équation 


artec? 


TS AN ds = One (190), 


l'intégrale finie complète de l'équation (189) sera 
y=ap+ bg + cr... (191); 


mais alors æ, b, c, au lieu d’être des constantes, seront des fonctions de x, que nous apprendrons 
bientôt à déterminer. 


455. Pour démontrer ce théorème, différentions l'équation (191): et divisons-la par dx, nous 
aurons 


_ dg dr da db de 
a S A r EAT E A 


Disposons des indéterminées a, b, c, par trois conditions : par la première, faisons 
puti tre Te = 0... (192), 


il restera 


Une nouvelle différentiation-nous donnera 
ay aÙ d’p dg da dp db dq , de dr 


Fr ed? T E D He + de + zaze (195). 


Pour remplir la seconde condition, posons 


dadp dbdg decdr 
dds Tézdx Taxar 0 (194), 
il restera 

dy = a £P 

de — am +om+e mi 


différentiant encore et divisant par Fo il viendra 
dy ___ dp dr dad’p , dbdg de dr 
Dam tIS ste Cie t iz de T dsam T dr dr 
Pour remplir la troisième condition, nous supposerons 


da dp  dhd?g , de dr X 
dede tarir taxar D (195) 


et l'équation précédente deviendra 
d’p 
msi teate tp 


Je dis maintenant que la valeur y = ap + bq + cr, satisfait à l'équation (189); car mettant dans 
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- cette équation la valeur de y, et par conséquent celles de ses coeffciens différentiels, que nous 
venons de déterminer, et effaçant les termes en X, qui se gr at on trouve 


d d 
A (ap+bg+en +8 (a + oY +en)+c (aS de À te Fe 


v 
nr TE +e o) (196). 


454. Comme on ne sait pas si la valeur donnée à y fait détruire mutuellement tous les termes de 
l'équation (196), ils’agit maintenant de démontrer que cette équation est identiquement nulle. Pour 
cet effet p, g, r satisfaisant à l'équation He on a 


ap +BY P+ce P $ p {P =o, 


d’ 
VERF de +0 +DT =, 
A HE c eai 
r "4 w} P aaa) 


multipliant la première de ces équations par a, la deuxième par D et la troisième par €, et ajou- 
tant les résultats, on trouvera une équation identiquement nulle, qui sera la même que l'équa- 
tion (196). 
da db de 
455. Pour déterminer &, b, c, les coefficiens différentiels — APTE T n'entrant qu'au pre- 
mier degré dans les équations de condition (192), (194) et (195), nous pouvons éliminer deux de ces 


dp 


d i 
coefficiens différentiels, et nous trouverons l’autre en fonction des expressions dr 1 „elc. qui 


dx 
sont des fonctions de x déterminées, puisqu'on connait p, g, r, etc., nous aurons donc des équa- 


tions de la forme 
da db de 
do ge Gr Xu 


ou 
da= X,dxr, db=X,dx, de = X, dr, 


et en intégrant, on déterminera a, b et c. 
Ce théorème est applicable au cas où l'équation linéaire serait d'un ordre quelconque, par con- 
séquent l'intégration de ces équations se réduit à celle de ge 


ar +8 D + co (Hs ARTS E NT =o... . (197). 


456. Lorsque l'équation linéaire de l'ordre n a des coefficiens constans, il est facile d'en déter- 
miner l'intégrale, En effet, si dans l'équation (197) on fait y= e"*, on trouvera, en différentiant, 


d d? d’ 
d=e"m, =e, Jam emm ete; 


substituant ces valeurs dans l'équation (197), on obtiendra 
em (A + Bm + Cm’... + Nm”) =0.... (198); 
soient m’, mM”, m”, etc., les racines de l'équation 
A + Bm + Cm’... + Nm” = 0... (199), 
l'équation (197) sera satisfaite par ces valeurs 


xy = ems, y == emsa, = ems, etc. ; 
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et comme on a à valeurs de y, l'intégrale finie complète de l'équation (197) sera 
y= ae™? + be™ z 4 ce™": + elc. 


457. Lorsque m = m”, et que par conséquent les termes ae™» et beme se réduisent à... 
(a + b)e™=z, la somme a + b devant être considérée comme une seule constante, l'expression y ne 
renferme plus un nombre x de constantes arbitraires. Dans ce cas, si y = e""/* satisfait à la pro- 
posée, la valeur y = xe"+ doit aussi y satisfaire. En effet, en différentiant cette dernière équation, 
on trouve (arl. 14 et 39) 


dy dy 

an gens 4 ems, ga = Teman ewen, 
d? 
= = gem tm" + 3e™ tm, ete. ; 


- 


ces valeurs réduisent Péquation (197) à 
Leme (A + Bm' + Cm? -Dm + etc.), 
+ er (B + 2Cm/ + 3Dm'? + elc.).…. (200). 

Or, l'équation (199) ayant par hypothèse deux racines égales, on sait, par la théorie des équa- 
tions, que l'expression B + 20m + 5Dm° + etc., en renfermera une de moins que la proposée, et 
s'anéantira lorsqu'on fera m = m ; d'où il suit que l’expression (200) est identiquement nulle, Par 
conséquent, l'équation (197) sera satisfaite par la valeur y= xe""+, et aura pour intégrale com- 
plète 

J = ae™ E + bre™r + cens Letc. 


458. S'il y avait trois racines égales à m, on prouverait de même que l'équation (197) serait 
satisfaite en faisant 


ya ez + xem» + mema, 
ainsi de suite. t 


459. Lorsque l'équation (199) a des racines imaginaires, si Pune de ces racines est %4 -4k Ka 1, 
Pautre sera 4— k \/ — 1; et l'on aura, dans la valeur de y, ces deux termes 
achæ the, -i +- behs-ksy, kaa 
ou 
e'z [aešty = + betsy -'].... (201). 


Or, on sait qu’on a, en général (voyez la note neuvième), la formule 
3 ag dik 1 5 
W d = COS ? + sine V — 4,.6 À — cos p — sinp —1; 
en comparant l'expression (201) à ces formules, nous pourrons remplacer 
ety - par cos kx+sin kr}/—1, 
et 


e-kry/ -= par cos 4x — sin kzV— Y 
et la formule (201) deviendra 


e't[a cos kx + asin kæ t= 1 4+ bcoskz— ce sin kx Ka tH, 
expression qui peut s'écrire ainsi: ` 
eitia +b) cos kx + (a — b) sin kx Y —1) ....(202). 


Quand X est nul dans l'équation (187), a, b, c étant des constantes arbitraires, art. 451, nous pou- 
vons supposer & -+ b = c, & — b= ¢' V= 1; alors la partie imaginaire qui est dans l'expres- 
sion (201) s’évanouira, 
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De l'intégration des équations simultanées. 


460. Proposons-nous maintenant d'intégrer à la fois deux ou plusieurs équations différentielles. 
Soient à 


My Ne +P Zo À 
e... (203 

My + Ne tZ or sé 
les équations les plus générales du premier degré entre x et y, et les cocfficiens différentiels 
A s, et dans lesquelles les coefficiens M, N, P, etc., sont des fonctions de la variable indépen- 
dante £. On peut écrire ainsi ces équations : 

(My + Nz) dt + Pdy + Qdx = Tdt, 

My + N'x) dt + P'dy + Q'dxe = T'dt; 
si l’on multiplie la seconde par une fonction 8 de £, et qu’on ajoute les résultats, on obtiendra 

[M+ M'6)7 + N + N'O)x]dé + (P+ Podr + (Q + Q'Ojdx = (T + T'É)dé; 
en représentant les quantités qui sont entre les parenthèses par une seule lettre, cette équation 
peut s'écrire ainsi : 
Hydt + Kzdt + Rdy + Sdz = Tdt; 

on en tire 


( +i z)ar k n(ar +Fdz) = Tdt.... (204), 
équation qui sera de même forme que l'équation 
dy +Prdz = Qdx.... (205), 
que nous avons intégrée, art. 385, si 
a(y + i r)= dy 42 dz... (06), 
R 
parce qu'alors en faisant 
r+ ne = 5... (207), 


l'équation (204) deviendra 
Hzd? + Rdz = Td4, 
ou 


H T 
dz + R zd = g lee (208) 5 


i 


: i H 
et l'on voit que cette équation est de même forme que l'équation (205), puisque el sont des 


fonctions de la variable indépendante Z. 


461. Pour satisfaire à l'équation (206), il suffit que l’on ait 


K S 
a z) ERON 


et en exécutant la diférentiation indiquée, d'après l'article 14, on trouvera 
£ 
H 


d EN 
z+ rd =; LA 


Pour que cette équation soit satisfaite, il faut, en général, que lesmultiplicateurs de dx soient égaux. 
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K 
et que, par conséquent, le terme v.d. H soit nul; c'est-à-dire que l’on ait 


-4 K 
H mo d. O 0... (209). 

On remettra dans ces équations les valeurs des expressions K, H, S et R; et ayant effectué la dif- 
férentiation indiquée, on éliminera 9 renfermé dans ces équations; et l’on aura la relation qui doit 


subsister entre les coefficiens, pour que l'équation de condition soit satisfaite. 


462. Dans le cas où les coefficiens des premiers membres des équations (203) sont constans, la 
différentielle d’une constante étant égale à zéro, il ne reste que la première des équations (209) ; 
elle suffira pour déterminer le facteur 9, qui alors sera constant, puisqu'il deviendra égal à une 
fonction de constantes. En remettant pour K, H, R, Sleurs valeurs, on a 

N +N'0 Q400 
MEMO rori s 
et en faisant évanouir les dénominateurs, on voit que 0 doit être déterminé par une équation du 
second degré. Nommant 8’ et 0” ces valeurs de 8, et supposant qu'après les avoir substiluées, suc- 
cessivement dans l'équation (208), les coefficiens de zdz et de dż deviennent, dans le premier cas, 
p'et g', et dans le second p” et g”, on aura 
dz + p' zdt = q' d4, 
dz + p”zdt = g"dt; 
intégrant d’après la formule (103), page 212, on trouvera 
—fp'dt j 
EFE fre Par + c], 


R Jp'de, 


[ra"e e+e]. 


On substituera dans ces valeurs celle de z, tirée de l'équation (207), et l’on aura deux équations 
en x, en yeten £. 


465. Si, excepté T, T’ et T”, que nous regarderons toujours comme des fonctions de t, les coef- 
ficiens M, N, P, Q, ctc., sont constans, et qu’on ait les trois équations 


dy + Mr + Nr +Pz )dé= Tdt, 

dx + (My Nr + Pz )di = T'dt, 

dz + (My + N”x + Pa) dé = T”dt, 
on multipliera la seconde par une constante 6, et la troisième par une autre constante 0’; et ajou- 
tant les résultats, on aura une équation que nous pourrons représenter par 

dy + Dax + Pdz + Q(y + Rx + S3) dé = Udi. 
Or, pour que cette équation soit de la forme (voyez l'art. 385) 
dy + Prydz = Qux, 

il faut qu’en regardant la fonction y -+ Rx + Sz comme une seule variable y’, la différentielle dy’ 
de cette fonction soit égale à dy + dx +-0'dz, ce qui exige que l’on ait les équations de condition 
=R, =S; 

R et S n'étant que des fonctions de 0 et de 8’, en vertu des opérations précédentes, il en résulte que 

ces équations suffiront pour déterminer les diverses valeurs des constantes 9 et 0’. 


464, Cette méthode est générale, et s'applique méme aux équations différentielles des ordres 
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supérieurs, parce que ces équations peuvent se réduire au premier degré. Si l'on avait, par exem- 
ple, les équations 


+W +e +PŸ +0 a =T, 
LE + My + Nr+ Z oT 
ou plutôt 
dy + (My + Ne jde + (Pdy + Qdx dt = Tae mo 
dz + (My + Nx)de + (P'dy + Qaxa = Tae 
on ferait 


dy =pdt, dr =qdt... (211); 
et en observant que dż est constant, ces équations deviendraient 


dp + (My + Nz + Pp + Qg)dt = TH, 

dg + My + N's + P'p+0 gat = T'dt ; 
ces deux équations, avec les équations (211), forment quatre équations du premier degré, aux- 
quelles on peut appliquer les procédés précédens. 


Des équations différentielles partielles du premier ordre. 


465. Une équation qui subsiste entre des coefficiens différentiels, combinés, 
selon le cas;avec des variables et des constantes, est, en général, une équation 
différentielle partielle, ou, suivant l’ancienne dénomination, est une équation 
aux différences partielles. On a appelé ainsi ces équations, parce que la 
notation des cuefliciens différentiels qu'elles renferment indique, comme nous 
l'avons vu art. 54, que la différentiation ne peut être effectuée que partielle- 
ment, c’est-à-dire en regardant certaines variables comme constantes. Cela 
suppose done que la fonction proposée ne contienne pas qu’une seule variable. 
Pour plus de simplicité, nous n’en admettrons d’abord que deux, et nous con- 
sidérerons les équations différentielles partielles du premier ordre, qui sont 
celles qui ne renferment qu’un ou plusieurs coefliciens différentiels du pre- 
mier ordre. 


466. La première équation que nous commencerons à intégrer est la sui- 
vante : 


Si, contre notre hypothèse, z au lieu d’être fonction de deux variables x et y, 
ne contenait que x, on aurait une équation différentielle ordinaire qui, étant 
intégrée, donnerait z— ax c ; mais, dans le cas présent, z étant une fonc- 
tion de x et de y, les y renfermés dans z ont dû disparaitre à la différentiation, 
puisqu’en différentiant par rapport à x, nous avons regardé y comme constant. 
Nous devons donc, en intégrant, conserver la même hypothèse, et supposer 
que la constante arbitraire est en général une fonction de y; par conséquent 
nous aurons pour l'intégrale de l'équation proposée 

z = ax +, 
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467. Cherchons encore à intégrer l'équation différentielle partielle 
dz 
dr 
dans laquelle X est une fonction de x; multipliant par dv et intégrant, nous 
trouverons 


=X, 


z= f Xdr + py. 


468. Par exemple, si la fonction représentée par X était x’ a’, l'intégrale 
serait 


Pe 
z=7 —L a°x Hey. 


469. On ne trouvera pas plus de difficulté à intégrer l'équation 


dz 
uT, 
et l’on aura 
2= Yr- oy. 


470. On intégrera de la même manière toute équation dans laquelle = éga- 
v 


lera une fonction de deux variables v et y. Si l'on a, par exemple, 
So g 
Vye 
en regardant y comme constant, on intégrera d’après l’article 271, après avoir 


multiplié par dx; et en nommant ọy la constante qu’on doit ajouter à l’inté- 
grale, on aura 
z=\ aya- 9y. 
471. Enfin, si l'on veut intégrer l'équation 
dz 1 
5 = PR} 


dr Yy —r 
on regardera toujours y comme constant, et l’on aura, art. 274, 


= arc (sin = z) +y. 


472. En général, pour intégrer l'équation 
dz 


gim ey y) dx, 


on prendra l'intégrale par rapport à x, etajoutant ensuite une constante fonc- 
tion de y, pour la compléter, on trouvera 


z= f F (x, y) dr + y. 
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473. D'après ce qui précède, on voit qu'à part l'hypothèse de l’une des 
variables supposée constante, et de l'introduction, dans l'intégrale, d'une con- 
stante fonction de cette variable, on suit le même procédé que dans l’intégra- 
tion des équations différentielles ordinaires. 


374. Considérons maintenant les équations différentielles partielles qui 
contiennent deux coefliciens SEA du premier ordre; et soit l'équation 


MÉ NT 


dans laquelle M et N représentent des fonctions données de x et de y, on en 


tire 
dz M dz 


dg Nds’ 


substituant cette valeur dans la formule 
dz dz 
a A N. 
pr ape: (2, 


qui n’a d'autre sens que d'exprimer la condition que z est fonction de r et 
de y, on obtient 


dz M 
a= (è —N dy) 


ou 
ds Ndr—Mdy 


3 = —, 


dx N 


Soit à le facteur propre à rendre Ndx — Mdy une différentielle exacte dv, nous 


aurons 
2 (Ndr — Mdy) = dv... (213). 


Au moyen de cette équation, nous éliminerons Ndx — Mdy de la précédente, 


et nous obtiendrons 


1 dz 
dz BE dv. 


; ds , r : FE 
Enfin, si l’on remarque que la valeur de Ta ” est point déterminée, on peut 


1: dz 
R = = dv puisse s'intégrer, ce qui exige que NE soit 
une fonction de »; car on sait que la différentielle de toute fonction donnée 
de v, doit être de la forme Fv.dv. Il suit donc de là qu’on doit avoir 


1 dz 


la prendre telle que — 


équation qui changera la précédente en 
ds — Fv.dr ; 
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de 
~T 


d'où l’on tirera 
z=... (214). 


475. Si l’on intègre par ce moyen l'équation 


dz dz 
is — V0 (215), 
nous avons dans ce cas M= —y, N—x, et par conséquent l'équation (213) 
deviendra 
dv= {zdr + ydy). 


Il est visible que le facteùr }, propre à rendre intégrable le second membre 
de cette équation, est 2. Substituant cette valeur à } et intégrant, on a 
n Y 
mettant cette valeur dans l'équation (214), nous aurons pour l'intégrale de l'é- 
quation (215) 
s=ọ (7 y’). 


476. Soit maintenant l'équation 
dz dz 
pere pairs —0.., (2 
PÉ-PORES o... (216), 


dans laquelle P, Q et R sont des fonctions des variables +, y et z; en divisant 


Q 


à R 
par P, et en faisant S M, P = N, nous pourrons la mettre sous cette forme : 


dz dz 
TSE M PL == 0. (217): 


5 dz dz b 
et en faisant TAA iy =p, elle deviendra 


P-+Mq -+ N= o0... (218). 
Cette équation établit une relation entre les coefliciens p et q de la formule 
générale 

dz= pdx + qdy... (219); 
sans cette relation, p et q seraient entièrement arbitraires dans cette formule; 
car, comme cela a déjà été observé, elle n’a d'autre sens que d'indiquer que z - 
est une fonction de deux variables x et y, et cette fonction peut'être quel- 
conque; ainsi, nous devons regarder, dans l'équation (219), p et q comme 
deux indéterminées ; éliminant p au moyen de l'équation (218), nous obtien- 
drons 


ds Ndz=q (dy — Mdz)... (220), 


et q restera toujours indéterminé; mais l’on sait (voyez la note sixième) que 
ÉLÉMENS DE CALCUL cal = 33 
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lorsqu'une équation de ce genre a lieu, quel que soit q, il faut que l’on ait 
séparément 


dz- Ndr= o, dy—Mdr=o... (221). 


477. Si P, Q et R ne contiennent pas la variable z, il en sera de même de 
M et de N; alors la seconde des équations (221) sera une équation à deux 
variablés v et y, et pourra devenir une différentielle exacte à l’aide d'un fag- 
teur que nous représenterons par À; et nous aurons 

M{dy—Mdr)—0... (222). 


L'intégrale de cette équation sera une fonction de x et de y à laquelle on devra 
ajouter une constante arbitraire — *, que nous faisons précéder du signe né- 
gatif, pour que, transposée dans le second membre, elle soit positive; de sorte 
que nous aurons 

F(r,y)—»; 
d'où nous tirerons 

y=f (r, 9). 
Telle sera la valeur de y qui nous sera donnée par la seconde des équations (221); 
et, pour établir qu’elles ont lieu simultanément, il faudra substituer cette 
valeur dans la première de ces équations ; or, quoique cette variable n’y soit 
pas en évidence, on sent qu'elle peut être renfermée dans N. Cette substitu- 
tion, d'après la valeur que nous venons de trouver pour y, revient à regarder, 
dans la première des équations (221), y comme une fonction de x et de la con- 
stante arbitraire w. Intégrant donc cette première équation, dans cette hypo- 
thèse, on trouvera 


2=— f Ndr +. 
478. Pour donner un exemple de cette intégration, prenons l'équation 
dz dz - 
s maa Pen é sy’; 
en la comparant à l'équation (217), nous avons 
MY, N=— LETY... (228). 
v v 


Ces valeurs, étant substituées dans les équations (221), les convertiront en 


3 — a — | 


HAL CE à DT dy—Ÿdr—0.… (224). 


Soit à le facteur qui rend intégrable cette dernière équation, nous aurons 


2 (a — tar) —0, 
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+ 


ou plutôt 


T 


; (ASE ) AoA 


équation intégrable si lon fait —-, parce qu'alors son premier membre de- 
= 


vient une différentielle exacte, art. 403. Égalant done l'intégrale de cette équa- 
tion à une constante arbitraire ©, nous aurons 


y 
2 =w 
g 


et par conséquent y= or. 
Au moyen de cette valeur de y, on convertit la première des équations (224) en 
D — oa’ 
ds — a "ds —0, 
v 
ou plutòt en 
z=adry i-o"; 


intégrant en regardant œ comme constant, nous obtiendrons 


s=afdry 14; 
s=as y 14m pe, 


Remettant pour w sa valeur, on obtiendra 


et HET 


s=a y PF yje À. 


et par conséquent 


ou plutòt 


479. Dans le cas le plus général, où les coefliciens P, Q, R, de l'équation (216), 
contiennent les trois variables x, y, z, il peut arriver que les équations (221) 
ne renferment chacune que les deux variables qui sont en évidence, et que, 
par conséquent, on puisse les mettre sous les formes 

dz= f(x, sdr=o, dy—F(r, y)dr. 
On ne peut intégrer isolément ces équations, en écrivant, comme dans l’arti- 
cle 472, 
z= jJ f(x, zdr+ z, y—/fF(x, y)dx | 3 
car alors on voit qu'il faudrait supposer z constant dans la première équation, 
ct y constant dans la seconde ; hypothèses contradictoires, puisque l'une des 
trois coordonnées x, y, z, ne peut être supposée constante dans la première 
équation sans qu’elle le soit dans la seconde, 


http://rcin.org.pl 


260 CALCUL INTÉGRAL. 


480. Voici donc de quelle manière on intégrera les équations (221), dans le 
cas où elles ne renferment chacune que les deux variables qui sont en évi- 
dence : soient » et À les facteurs qui rendent les équations (221) des différen- 


tielles exactes ; si nous représentons ces différentielles par dU et par dY, nous 
aurons 


(ds +-Ndzx)—dÜ, #(dy —Mdzx) —dY; 


au moyen de ces valeurs, l'équation (220) deviendra 

dU—g ; dV.... (225). 
Comme le premier membre de cette équation est une différentielle exacte, il 
faut qu’il en soit de même du second, ce qui exige que 1 soit une fonction 


de V; représentant cette fonction par #V, Péquation (225) deviendra 


dU = ?V.dV; 
d’où l’on tirera, en intégrant, 
U—#4V. 


481. Prenons pour exemple l'équation 


étant écrite ainsi : 


ds sds # 
de ydy + -” 
on la comparera à l'équation (217), et l’on aura 
M=, N=— 5; 
y T 


au moyen de ces valeurs, les équations (221) deviendront 
Z æ 
dz— - dr=o, dy —-dr—0; 
T y 


et en faisant évanouir les dénominateurs, on aura 


æds—z:dr—0, ydy—x+dr— 0. 


NES 1 
Les facteurs propres à rendre ces équations intégrables sont E et 2; en les 


substituant et en intégrant, on trouve zet y — x° pour les intégrales ; met- 


tant donc ces valeurs à la place de U et de V, dans l'équation U = ®V, nous 
obtiendrons, pour l'intégrale de la proposée, 


http://rcin.org.pl 


ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES PARTIELLES DU 1° ORDRE. 961 


482. Il est à remarquer que si l’on eût éliminé q au lieu de p (art. 476), les 

équations (221) eussent été remplacées par celles-ci : 
Md=z—LNdy—0, dy—Mdr—0.... (226); 

et comme tout ce que nous avons dit des équations (221) peut s'appliquer à 
celles-ci, il s'ensuit que, dans le cas où la première des équations (221) ne 
serait pas intégrable, on a le droit de remplacer ces équations par le système 
des équations (226), ce qui revient à employer la première des équations (226) 
à la place de la première des équations (221), alors on verra si l'intégration est 
possible, 

483. Par exemple, si l'on avait 


par conséquent, les équations (221) deviendraient 
vy v NE 
ds + dr —0, dy+=de=0; 


et en chassant les dénominateurs, on aurait 
azdz-}-ťrydr=o, ady-xdr—0.... (227). 
La première de ces équations, qui contient trois variables, ne pouvant s'inté- 


rer immédiatement, nous la remplacerons par la première des équations (226), 
et nous aurons, au lieu des équations (227), celles-ci : 


æ æ 
no dz- 2 dy =o, ady- sdr = 0; 


- v sy ; : 
supprimant - comme facteur commun dans la première de ces équations, et 
a 


multipliant l'une par 23 et l'autre par 2, on trouvera 
— 2:45 2ydy=0, 2ady+ 2rdr = 0, 
équations qui ont pour intégrales 
y — z’, et 2ay+x; 
ces valeurs étant mises à la place de U (art. 480) et de V (art. 481), on aura 
y’ — 5 = p(2ay + 1’). 
484. Remarquons que la première des équations (226) west autre chose que 
le résultat de l'élimination de dx entre les équations (221). 
En général, on peut éliminer toute variable renfermée dans les coefficiens 


M et N, et, en un mot, combiner d'une manière quelconque ces équations : si, 
après avoir exécuté ces opérations, on obtient deux intégrales représentées 
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par U— a et par V =b, a et b étant deux constantes arbitraires, on en pourra 
toujours conclure que l'intégrale est U—#V. En effet, puisque a et b sont deux 
constantes arbitraires, ayant pris b à volonté, on peut composer a en b d’une 
manière quelconque ; ce qui revient à dire que l’on a la faculté de prendre 
pour a une fonction arbitraire de b : cette condition sera exprimée par l'équa- 
tion a—%Ÿ» (note seizième); par conséquent, nous aurons les équations U =®%b, 
V—b, dans lesquelles x, y et z représentent les mêmes coordonnées; si l’on 
élimine b entre ces équations, on obtiendra U—%ŸV. 

On peut encore observer que cette équation nous dit qu’en faisant V =b, 
on doit avoir U — b — constante : c’est-à-dire que U et V sont constans en 
même temps, sans que « et b dépendent l’un de l'autre, puisque la fonction ® 
est arbitraire. Or, c’est précisément la condition qui nous est donnée par les 
équations U—a et V =b. 


485. Pour donner une application de ce théorème, soit 


Après avoir divisé par zw, nous comparerons cette équation à l'équation (217), 
ve qui nous donnera 


ben. 12, 
v 


SY 


ct les équations (221) deviendront 


2 
t 
dz— 2 dr=o, dy-} 1 dir= 0, 
2% v 
ou 
sads—y"dr—0, 2dy+-ydr = 0. 
La première de ces équations contenant trois variables, nous ne chercherons 
pas à l'intégrer dans cet état; mais si l’on y substitue la valeur de ydy, tirée 
de la seconde, elle acquiert un facteur commun x qui, étant supprimé, se ré- 
duit à 
sd: ydy=—0, 
et l'on voit qu'en la multipliant par 2, elle devient intégrable; l'autre équation 
l'étant aussi, on trouvera, en jes intégrant, 
+=, ay=b; 
d’où l'on conclura que 
z -| y =tiy: 


486. Nous terminerons ce que nous avons à dire sur les équations différen- 
tielles partielles du premier ordre, par la solution de ce problème : Une équa- 
tion qui contient une fonction arbitraire d’une ou de plusieurs variables étant 
donnée, trouver l'équation différentielle partielle qui l’a produite. 
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Supposons donc que l’on ait 
sz=F (7y); 


a-y =u... (228), 
et notre équation deviendra 


nous ferons 


e T 


la différentielle de Fu devant être, en général, une fonction de # multipliée 
par du, nous pourrons écrire 
ds = pudu; 


si nous prenons la différentielle de z, par rapport à x seulement, c’est-à-dire 
en regardant y comme une constante, nous devrons prendre aussi la différen- 
tielle de u dans la même hypothèse; par conséquent, en divisant par dx l'équa- 
tion précédente, nous aurons 


si nous regardons ensuite v comme constant, et y comme variable, nous trou- 
verons, par un procédé analogue 


dz du 
D (230); 
A PAR ER: du j à 
les valeurs des coefliciens différentiels T- Er qui entrent dans les équa- 


tions (229) et (230), s'obtiendront en différentiant successivement l'équa- 
tion (228) par rapport à x et à y, ce qui nous donnera 


du 5 du ay 
| Mt 4 49 . I3 
substituant ces valeurs dans les équations (229) et (230), nous aurons 
dz dz 
Is 2t, WT ypu; 
éliminant pu entre ces équations, nous trouverons enfin 
dz 3 
Y— = T>. 
Tax dy 


487. Prenons encore pour exemple l'équation 

z” -+-2ar =F (z —y); 
faisant 

x— y= t... (231), 
cette équation devient 

2° 2ax —Fu; 

et en différentiant, on a 

d(3° + 2ax) = pudu; 
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prenant, par rapport à r, la différentielle indiquée, nous regarderons z comme 
variable en vertu de + qui y est contenu, et divisant par dx, nous aurons 


dz du 
z —- 2u = pu —.... (282); 
25 ar Tao (232); 


opérant d’une manière analogue, par rapport à y, en regardant z comme une 
fonction qui ne varie qu'à cause de y, et divisant par dy, nous trouverons 
dz d 
2s — qu" (238); 
dy dy 
pour éliminer les coeficiens différentiels de du, l'équation (231) nous donne 
du du 1 
— — — = — |: 
ds |? dy d 
substituant ces valeurs dans les équations (232) et (233), nous aurons 
dz dz 
25 — = E——— qu; 
at? qu, 2 dy qu; 


éliminant sw entre ces équations, nous obtiendrons 


ds , ds , a 
POUR EL ann 


De la détermination des fonctions arbitraires qui entrent dans les 
intégrales des équations différentielles partielles du premier ordre. 


488. Les fonctions arbitraires qui complètent les intégrales des équations 
différentielles partielles, doivent se déterminer par des conditions qui tien- 
nent à la nature des problèmes qui ont donné lieu à ces équations, problèmes 
qui la plupart appartiennent à des questions physico-mathématiques. Ne vou- 
lant point nous écarter de notre sujet, nous nous bornerons à des considéra- 
tions purement analytiques, et nous chercherons d’abord quelles sont les con- 
ditions renfermées dans l'équation 


dz 
——40... (234). 
de te (09?) 
489. Dès que z est une fonction de x etde y, cette équation peut être regardée 
comme celle d’une surface. Cette surface, d’après la nature de son équation, 


AS RTE ds : A né 
jouit de la propriété suivante, que z doit toujours être une quantité con- 
ar è 


stante. Il suit de là que toute section EF, fig. 91, de cette surface faite par un 
plan CD, parallèle à celui des v, z, est une ligne droite. En effet, quelle que 
soit la nature de cette section, si on la partage en un nombre infini de parties 
mm, m'm”, m'm”, etc., ces parties, vu leur peu d'étendue, pourront être 
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regardées comme des lignes droites, et représenteront les élémens de la sec- 
tion ; l’un de ces élémens mw faisant, avec une parallèle mn à l'axe des abscisses, 


: PE 3 dz 
un angle dont la tangente trigonométrique est représentée par Jg? Comme cet 


angle est constant, il s'ensuit que tous les angles #'mn, mmn’, m''m"n", etc., 
formés par les élémens de la courbe, avec des parallèles mn, m'n’, m'n", ete., 
à l'axe des abscisses, seront tous égaux ; ce qui prouve que la section EF est 
une ligne droite. 


490. On parviendrait au même résultat en considérant l'intégrale de l’équa- 


su dg P 
tion = — 4, que nous avons vue être, art. 466, 
b 


=at -} 9y... (235); 
car, pour tous les points de la surface qui sont dans le plan CD, l’ordonnée est 
égale à une constante c, représentée dans la fig. 91, par AB; remplaçant done Fig. 91. 
ey par se, et faisant pe —C, l'équation (235) deviendra 
— az -+ C.... (236); 


cette équation étant celle d’une droite, et appartenant à la section EF, il s'en- 
suit que cette section est une ligne droite. 


491. La même chose ayant lieu par rapport aux autres plans sécans qu'on 
mènerait parallèlement à celui des x, z, concluons que tous ces plans coupe- 
ront la surface suivant des lignes droites, qui seront parallèles, puisqu’elles 
formeront chacune, avec une parallèle à l’axe des +, un angle dont la tangente 
trigonométrique sera a. 


492. Si maintenant nous faisons x— 0, l'équation (235) se réduira à : — 4, 
et sera celle d'une courbe GHK tracée sur le plan des y, z; cette courbe ren- 
fermant tous les points de la surface, dont les coordonnées sont x—0, ren- 
contrera le plan CD en un point m, fig. 91, qui aura v=o pour l'une de ses Fig. 91. 
coordonnées; et puisqu'on a aussi y—AB—c, la troisième coordonnée, en 
vertu de l'équation (236), sera z= C, valeur représentée dans la figure par Bm. 
Ce que nous disons du plan CD pouvant s'appliquer à tous les autres plans qui 
lui sont parallèles, il en résulte que par tous les points de la courbe dont... 

= Ẹy est l'équation, et qui est tracée sur le plan des y, z, partiront des droites 
parallèles à l'axe des +. Voilà tout ce que nous disent les équations (234) et 
(235); et comme cette condition est toujours remplie, quelle que soit la figure 
de la courbe dont 3—#y est l'équation, on voit que cette courbe est arbi- 
traire. 

493. Il suit de ce qui précède, que la courbe GHK, dont z=?y est l’équa- 
tion, peut être composée d’ares de différentes courbes, qui se joignent les uns 
les autres, ou qui laissent entre eux des interruptions, en certaines parties, 
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Fig. 92. comme dans la fig. 92. Une courbe de ce dernier genre est appelée discontinue. 
Une courbe peut être aussi discontiguë ; c’est cé qui arrive lorsqu'il y a inter- 
ruption dans ses parties, sans que, dans l'endroit où a lieu cette interruption, 

Fig. 95. son cours soit suspendu. La courbe, fig. 93, nous en offre un exemple aux 
points M et N qui ne se succèdent pas, et pourtant ne laissent entre eux aucun 
vide. Remarquons qu'en pareille circonstance, deux ordonnées différentes, 
telles que PM et PN, fig. 93, ou que QR et QS, correspondent à une même 
abseisse. Enfin, il est possible que la courbe soit composée d’une suite infinie 
d’ares infiniment petits, qui appartiennent chacun à des courbes différentes; 
dans ce cas, la courbe est irrégulière, comme seraient, par exemple, des traits 
de plume que l’on tracerait au hasard; mais de quelque manière que soit 
formée la courbe dont l'équation est s= py, il suffira pour construire la sur- 
face, de faire mouvoir une droite toujours parallèlement à elle-même, avec 
cette condition, que son point m parcoure la courbe GHK dont :=—;y est l'é- 
quation, et qui est tracée au hasard sur le plan des y, z. 

dr 

Fig. 91. laquelle X fût une fonction de x, alors en menant un plan CD, fig. 91, parallèle 
à celui de x, z, la surface serait coupée suivant une certaine section EF, qui ne 
serait plus une ligne droite, comme dans le cas précédent. En effet, pour tout 
point m, pris sur cette section, la tangente trigonométrique de langle n'm'm” 
formé par le prolongement de l'élément m'm” de la section, avec une parallèle 
à l'axe des x, sera égale à une fonction X de l'abscisse x de ce point; et comme 
l'abscisse x est différente pour chaque point, il s'ensuit que l'angle #'m'm" sera 
différent à chaque point de la section; ce qui nous montre que EF ne sera 
plus, comme précédemment, une ligne droite. La surface se construira de 
même que dans le problème précédent, en faisant mouvoir la section EF paral- 
lèlement à elle-même, de manière que son point m touche continuellement la 
courbe GHK, dont l'équation est z= y. 


: : À Let : . dz 
494. Si au lieu de l'équation —— a, nous avions celle-ci : D X, dans 


495. Supposons maintenant que, dans l'équation précédente, au lieu de X, 
on ait une fonction P de x et de y; l'équation Z> P, contenant trois varia- 
bles, appartiendra encore à une surface courbe. Si nous coupons cette surface 
par un plan parallèle à celui des v, z, nous aurons une section dans laquelle y 
sera constant; et comme dans tous ses points 5 égalera une fonction de la 
variable x, il faudra donc, ainsi que dans le cas précédent, que cette section 
soit courbe, L'équation ru P, étant intégrée, nous aurons, pour celle de la 


dx 
surface, 
s= f Pdz y; 
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si dans cette équation nous donnons successivement à y les valeurs crois- 
santes y', y”, y”, y'™, etc., et que nous appelions P’, P”, P, P", etc., ce que 
devient alors la fonction P, nous aurons les équations 


z= P dr+ọy' , s=/P" de- 9y", 
s= P" dr- y", z= P" dr-}9y", etc. 


et lon voit que ces équations appartiendront à des courbes de même nature, 
mais différentes de formes, puisque les valeurs de la constante y n’y sont pas 
les mèmes. Ces courbes ne seront autre chose que les sections de la surface 
par des plans parallèles à celui des x, z; et, en rencontrant le plan des y, z, 
elles formeront une courbe dont l'équation s’obtiendra en égalant à zéro la 
valeur de x dans celle de la surface. Appelons Y ce que devient /'Pdx dans 
ce cas, nous aurons 


Z (237); 


z=Y-}?y.... (238); 

et l'on voit qu'à cause de ọy, la courbe déterminée par cette équation doit 

ètre arbitraire ; ainsi, ayant tracé à volonté, fig. 94, la courbe QRS sur le plan fig. 94. 
des y, s, Si nous représentons par RL la section dont z = /P'dx -L #y est l'é- 
quation, on fera mouvoir cette section, en tenant son extrémité R toujours 
appliquée à la courbe QRS ; mais de manière que, dans ce mouvement, cette 
section RL prenne les formes successives déterminées par les équations (287), 

3 : . = , dd 
et l'on construira la surface à laquelle appartiendra l'équation ——P. 


dr 
496. Considérons enfin l'équation générale 


dz dz 

Te M Er +N=0, 

dont l'intégrale est U— xV, art. 484. Dès que nous avons U —a et V =b, ces 
équations existant chacune entre trois coordonnées, nous pouvons les regarder 
comme celles de denx surfaces; et puisque ces coordonnées sont communes, 
elles doivent appartenir à la courbe d’intersection de ces deux surfaces. Cela 
posé, a et b étant des constantes arbitraires, si dans U—@ nous donnons à x 
et à y les valeurs z’ et y, nous obtiendrons pour z une fonction de +’, de y' et 
de a, qui déterminera un point de la surface dont U =a est Péquation. Ce 
point quelconque variera de position si nous donnons successivement diverses 
valeurs à la constante arbitraire a, ce qui revient à dire qu'en faisant varier g, 
nous ferons passer la surface dont U = a4 est l'équation, par un nouveau sys- 
tème de points. Ce que nous disons de U—a, pouvant s'appliquer à V =b, con- 
cluons que la courbe d'intersection des deux surfaces changera continuelle- 
ment de position, et par conséquent décrira une surface courbe, dans laquelle 
a et b pourront être considérés comme deux coordonnées; et puisque la rela- 
tion a= ®b, qui lie entre elles ces deux covrdonnées, est arbitraire, on sent 
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que la détermination de la fonction # revient au problème de faire passer une 
surface par une courbe tracée arbitrairement. 


497. Pour montrer comment ces sortes de problèmes peuvent conduire à 
des conditions analytiques, examinons quelle est la surface dont l'équation est 
dz dz 


y as = f dy (239). 


Nous avons vu, art. 475, que cette équation avait pour intégrale 
z=? (x° y")... (240), 

réciproquement on tire de cette intégrale 

æ -jy =t; 
si l’on coupe la surface par un plan parallèle à celui des x, y, la section aura 
pour équation 

sty = Ÿc ; 
et en représentant par a? la constante tc, on aura 

ay —=0. 
Cette équation appartient au cercle ; par conséquent la surface jouira de cette 


propriété, que toute section faite par un plan parallèle à celui des v, y, sera 
un cercle. £ 


498. Cette propriété est encore indiquée par l'équation (239), car on tire, 
en vertu de l'article 26, 


t =Y 
YIr 

Cette équation nous apprend que la sous- normale doit être toujours égale à 
l'abscisse, ce qui est la propriété du cercle. 


499. L’équation (240) ne nous disant donc autre chose, si ce n’est que toutes 
les sections parallèles au plan des x, y, sont des cercles, il s'ensuit que la loi 
suivant laquelle les rayons des sections doivent s'augmenter, n’est pas comprise 
dans l'équation (240), et que, par conséquent, toute surface de révolution satis- 
fera au problème ; car on sait que dans ces sortes de surfaces, les sections 
parallèles au plan des x, y sont toujours des cercles, et il n’est pas besoin de 
dire que la génératrice qui, dans une révolution, décrit la surface, peut être 
une courbe discontinue, discontiguë, régulière ou irrégulière. 


500. Cherchons donc la surface pour laquelle cette génératrice serait une 
parabole AN, fig. 95, et supposons que, dans cette hypothèse, la surface soit 
coupée par un plan AB, qui passerait par laxe des z; la trace de ce plan sur 
celui des x, y sera une droite AL qui, menée par l’origine, aura pour équa- 
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tion y—ax; si nous représentons par t l'hypoténuse AQ du triangle rectangle 
APQ, construit sur le plan des x, y, nous aurons 


= y; 
mais ¢ étant l’abscisse AQ de la parabole AN, dont QM = z est l'ordonnée, nous 
avons, par la nature de cette courbe, 

Pabe; 


mettant pour #? sa valeur x, il nous viendra 
= ; (y), ou =; (ax Lx) =; a (a? 4-1); 


et en faisant : (a 4-1) =, nous obtiendrons 


de sorte que la condition prescrite dans l'hypothèse où la génératrice doit être 
une parabole, est que l'on doive avoir 


—mx* lorsque y—ar. 


501. Cherchonsmaintenant àdéterminer, au moyen de ces conditions, la fonc- 
tion arbitraire qui entre dans l'équation (240). Pour cet effet, nous représen- 
terons par U la quantité x°-y° qui est affectée du signe ?, et l'équation (240) 
deviendra 

~ 3=9U.... (241), 
et nous aurons les trois équations 
2Lp=U, y=ar, s=m?. 
Au moyen des deux premières nous éliminerons y, et nous obtiendrons la valeur 
„de +? qui, étant mise dans la troisième, nous donnera 
U 
a 1° 


32=I 


équation qui se réduit à 


læ la valeur de zétant 
parce qu’on a vu que nous avions supposé > (a 4-1) =; la valeur de z étan 


substituée dans l’équation (241), la sat en 
1 
mettant la valeur de U dans cette équation, nous trouverons 


( e+= (y), 
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et l’on voit que la fonction est déterminée ; substituant cètte valeur de &(2° ~- y’) 
dans l'équation (240), nous aurons pour l'intégrale cherchée 


1 
s= +y); 


équation qui jouit de la propriété requise, puisque l'hypothèse de y = er nous 
donne 
z= mar. 


502. Ce procédé est général; car supposons que les conditions qui doivent 
déterminer la constante arbitraire, soient que l'intégrale donne F (x, y, :)—0, 
lorsqu'on a f(x, y, z) = 0, nous nous procurerons une troisième équation en 
égalant à U la quantité qui est précédée de ?; et alors, en éliminant successi- 
vement deux des variables +, y, z, on obtiendra chacune des variables en fonc- 
tion de U. Mettant ces valeurs dans l'intégrale, on parviendra à une équation 
dont le premier membre sera gU, et dont le second membre sera une expres- 
sion composée en U; remettant la valeur de U en fonction des variables, la 
fonction arbitraire se trouvera déterminée. 


Des équations différentielles partielles du second ordre. 


503. Une équation différentielle partielle du second ordre, dans laquelle s 
est une fonction de deux variables x et y, doit toujours contenir un ou plusieurs 
i Vertes A E 

de ces coefliciens différentiels —, ~-=, —— 
dx? dy" dxdy 
ciens différentiels du premier ordre qu’elle peut renfermer. 


4 


, indépendamment des coefli- 


504. Nous nous bornerons à intégrer les plus simples des équations diffé- 
rentielles partielles du second ordre, et nous commencerons par celle-ci : 


d’z 

de == 0; 
multipliant par dr, et intégrant par rapport à x, nous ajouterons à l'intégrale 
une constante arbitraire fonction de y, et nous aurons 


multipliant de nouveau par dx, et désignant par py une fonction de y, qu'on 
doit ajouter à l'intégrale, nous trouverons 


s=vpy-} ty. 
505. Proposons-nous maintenant d'intégrer l'équation 
d’z 


LT p 
dz? d 
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dans laquelle P est une fonction de x et de y; en opérant comme dans l’inté- 
gration précédente, nous trouverons d’abord 

dz 
a / Pdr +-+#y; 
une seconde intégration nous donnera 


2 ST Pdr + py] dr + vy. 


506. On intégrerait de la même manière 


et l’on trouverait 
2 [/Pdy+er] dy -+r 
507. L'équation 
d?z 
dydz 
s’intégrerait d'abord par rapport à l’une des variables, et ensuite par rapport 
à l’autre, ce qui donnerait 


z= SJ [S Pdr + y] dy ve. 
508. En général, on traitera de la même manière l’une des équations 


p 


d”z d*s d'z 
dy ~ | a dedy © gpa h etc., 


dans lesquelles P, Q, R, etc., sont des fonctions de x et de y, ce qui donnera 
lieu à une suite d'intégrations qui introduiront chacune une fonction arbi- 
traire dans l'intégrale. 


509. Après les équations que nous venons de considérer, lune des plus 
faciles à intégrer est celle-ci : 
d’: dz 
+ P——0Q; 
dy 


dy’ 


par P et par Q nous désignons toujours deux fonctions de x et de y. Faisons 


Pour intégrer, nous regarderons x comme constant, et alors cette équation ne 
renfermera que deux variables y et w, et sera de même forme que l'équation 


dy Pyde —Qdx….. (244), 


http://rcin.org.pl 


972 CALCUL INTÉGRAL. 


traitée art. 885, et dont l'intégrale, page 212, est 
pme pus qar +e]. (248); 


comparant donc les équations (243) et (244), nous aurons 
Y=U T=Y; 


substituant ces valeurs dans la formule (245), et changeant C en ?#+, nous ob- 
tiendrons 


er re ant ah 


mettant cette valeur de v dans l'équation (242), multipliant par dy, et intégrant, 
on trouvera 


z=f [= Pdr ( fQo/PAr dyp) Jay +v. 
510. On intégrerait par le même moyen les équations 
d’z dz d’z dz 

MT Sir A S 


dans lesquelles P et Q représentent des fonctions de +; et, à cause du diviseur 
dædy, on sent que la valeur de z ne renfermerait pas des fonctions arbitraires 
de la même variable. 


511. Proposons-nous encore d'intégrer l'équation 
… (246) (*). 


Pour cela, nous remarquerons d'abord que y étant une fonction de æ et de £, sa différentielle doit 
être représentée par 


dr= A dx +2 di... (847); 
et en faisant 
dr dr 
ds a 
on change l'équation (247), en 


dy = pdx + qdt.... (248), 
et la proposée en 


dg _ L] dp 
a Tax (249). 
L'équation (248) étant une différentielle exacte, on aura, art. 401, 
dg _dp 
da = dr 250); 


(*) Cette équation est celle du fameux problème des cordes vibrantes. 
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et comme p et g sont des fonctions de x et de £, leurs différentielles seront 
o= Sp P an4? dt.... (251), 
dg = E” 4 l dt... (259); 


mettant dans l'équation (252) les valeurs de i et de m données par les équatiðns (249) et (250 


cette équation (252) deviendra 
a=? pite Sp E dti. (253). 


Représentant par des mêmes lettres les quantités communes aux équations (251) et (255), ces 
équations pourront s’écrire ainsi : 

dp = mdx + ndt.... (254), 

dg = ndx + æmdt.... (255). 


Multipliant la première de ces équations par a, et l’ajoutant à l’autre, on trouvera 
adp + dg = (am + n) dx + a (am + n) dt, 
équation qui, à cause du facteur commun, peut s'écrire ainsi : 
adp + dg = (am + n) (dx + adt), 
ou plutôt de la sorte 
adp + dq = (am + n) d (x + at)... (256). 
Retranchant ensuite l'équation (255) de l'équation (254) multipliée par a, on trouvera, par une 
opération analogue à la précédente, 
adp — dq = (am — n) (dx — adt)... (257), 
et par conséquent 
adp — dq = (am — n) d (x — at)... (258). 


512. Or, si l'on remarque que quand on différentie une fonction de z, la différentielle doit être 
de forme fz.dz (*), on conclura que dans l'équation (256), où la différentielle, au lieu d'être Z, est 
x-+at, on doit avoir 

am + n =F (x + at. 
De méme, en désignant par F’ la caractéristique d'une autre fonction, on tirera de l'équa- 
tion (258), 
am — n =F (x — at); 
ce qui changera les équations (256) et (258), en 
adp + dg =F(x + at) dix + at)... (259), 
eten 
adp — dg = F'(x — at) d (x — at)... (260); 
et comme l'intégrale d'une expression de la forme /z.dz est une autre fonction de z, nous aurons 
en intégrant les équations (259) et (260), et en représentant par f et par / les caractéristiques de 
deux fonctions différentes, 
ap PIENE A E, 
ap — q =f(x — at) 


515. Ajoutant les équations (261), pour éliminer g, elles nous donnent 
2ap = fix + at) + f'(a — at); 


(*) z pourrait n’entrer qu’à la puissance zéro, cas où fz se réduirait à une constante. 
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retranchant les équations (261) l’une de l’autre pour éliminer p, on aura 

2g = fix + at) —/f (x — at); 
divisant l'un de ces résultats par 2a, et l'autre par 2, les valeurs de p et de g sont ainsi 
déterminées : 

_ frz + al + flæ — at) 
D — va p 
fxr + at) — fix — at) 

ORNE LINE 
mettant ces valeurs dans l'équation (248), nous obtiendrons 
fr + at) trz + at) Es fix + at) — fx — at) 


2 
et en multipliant les deux termes de la seconde fraction par a, pour lui donner le dénominateur 
de l’autre fraction, nous aurons 
fax+at)+ f (x — ab af (x + at) — af (x — al) 
= c da + —————— ————————— 
dy 2a i 2a 
rassemblant les termes qui ont pour facteur fix + at), et ceux qui ont pour facteur fix — at), on 
trouvera 


dy dt; 


dé; 


fie + at) (dx + ad) + fix — al) (dx — adt) 
Re AT do ms 0 


équation qui revient à 
Afx+abhd(c+at) | 1f/ (x — at) dx — at 
teg a t3 a : 


et nous fondant sur la même raison qui nous a fait parvenir, art. 512, à la première intégration, 
nous trouverons en désignant par ? et par Ÿ les caractéristiques de deux fonctions différentes, 


1pwt at | 19 — a) 
2 


-s a 2 a ; 


et si l’on observe quele dénominateur æ peut être compris dans la fonction, on aura enfin 


F =; ọ (x + at) + zt (æ — at)... (262). 


Des fonctions arbitraires qui entrent dans les intégrales des équations 
différentielles partielles du second ordre. 


514. Les équations différentielles partielles du second ordre conduisent à 
des intégrales qui renferment deux fonctions arbitraires ; la détermination 
de ces fonctions revient à faire passer la surface par deux courbes qui peu- 
vent être discontinues et discontiguës, Pour en donner un exemple, prenons 
l'équation 

d?z 
T 
dont l'intégrale, art. 504, est 
z= ty -} Yy... (263). 

Soient Ar, Ay et Az, fig. 96, les axes coordonnés; si l'on mène un plan KL 

parallèlement à celui des x, z, la section de la surface. par ce plan, sera une 
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ligne droite; car, pour tous les points de cette section, y étant égal à Ap, si 
nous représentons Ap par une constante c, les fonctions ?y et yy deviendront 
feet Ye, et par conséquent pourront être remplacées par deux constantes a et b; 
de sorte que l'équation (263) deviendra . 


s=—=ax—+-b.... (264), 


et sera celle de la section faite par le plan KL. 


515. Pour connaître le point où cette section rencontre le plan des y, s, 

faisons v=—=0; l'équation (263) nous donne, dans cette hypothèse, 

Eem WY, 
ce qui nous indique une courbe amb tracée sur le plan des y, z. Il nous serait 
facile de démontrer, comme dans l’art. 492, que la section rencontre la courbe 
amb en un point m; et comme cette section est une ligne droite, il ne s’agit, 
pour en déterminer la position, que de trouver un second point par lequel 
passe cette ligne, Pour cet effet, observons que lorsque x est égal à zéro, l'équa- 
tion (263) se réduit à 

3=—=Ÿy, 
tandis que lorsque x est égal à l'unité; la même équation se réduit à 

=y +y; 

faisant, comme précédemment, y = Ap = c, ces deux valeurs de z de- 


viennent 


z=b, 2—a-b, 


et déterminent deux points m et r pris sur la même section mr que nous avons 
vue être en ligne droite. Pour construire ces points, on opèrera de la manière 
suivante : on tracera arbitrairement sur le plan des y, zla courbe amb, et par 
le point p, où le plan sécant KL rencontre l'axe des y, on élèvera la perpendi- 
culaire pm =b, qui sera une ordonnée à la courbe ; on prendra ensuite à lin- 
tersection HL du plan sécant et de celui des x, y, la partie pp' égale à l'unité, 
et par le point p’ on mènera un plan parallèle à celui des y, z, et dans ce plan 
on construira la courbe a'm'b', sur le modèle de la courbe amb, et de manière 
qwelle soit semblablement disposée ; alors l'ordonnée m'p sera égale à mp; 
et si l'on prolonge m'p’ d'une quantité arbitraire m'r, qui représentera a, on 
déterminera le point r de la section. 

Si l’on prolonge ensuite, par le même procédé, toutes les ordonnées de la 
courbe a'm'b', on construira une nouvelle courbe a’rb' qui sera telle, qu’en 
menant par cette courbe et par amb, un plan parallèle à celui des z, z, les 
deux points où les courbes seront rencontrées appartiendront à la même sec- 
tion de la surface. 


I suit de ce qui précède, que la surface peut être construite, en faisant 
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mouvoir la droite mr, de manière qu'elle touche continuellement les deux 
courbes amb, a’rb'. 


516. Cet exemple suffit pour faire entrevoir comment la détermination des 
fonctions arbitraires, qui complètent les intégrales des équations différentielles 
partielles du second ordre, revient à faire passer la surface par deux courbes 
qui, ainsi que les fonctions arbitraires qui servent à les construire, peuvent 
être discontinues, discontiguës, régulières ou irrégulières, 


FIN DU CALCUL INTÉGRAL. 
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Du calcul direct des différences. 


517. La différence d’une fonction variable est l’accrojssement ou la dimi- 
nution que cette fonction recoit lorsqu'elle passe d'un certain état de gran- 
deur à un autre. 

Cette différence s'indique par le caractère grec 4, placé devant la fonction 
variable. Par exemple, lorsque la fonction y=2° devient y’ par un accroisse- 
ment 4 donné à la variable v, on a 

ÿ—y=2xh +, 
ou 
Aay—2rh + k. 
En général, si x se changeant en #—-h, la fonction y de x devient y, le théo- 
rème de Taylor nous donne, pour le développement de y, une suite de cette 
forme, 
y =y 4 Ah + Be- Ch -+ Dhá, etc. ; 

et lon voit que la différence de la fonction sera exprimée par 

y'—y ou Ay =Ah -Bh -40h Letc., 
tandis que la différentielle ne se composera, art. 13, que du premier terme de 
cette différence, dans lequel on changera l'accroissement k en dx. 


518. Par la même raison que nous plaçons la caractéristique 4 devant y, 
pour indiquer l'accroissement positif ou négatif de cette fonction, nous indi- 
querons par Az l'accroissement de x qui, suivant le cas, sera positif ou négatif. 

Ainsi, pour connaître la différence de y, lorsque la fonction est y = 2", nous 
développerons, par la formule du binome, l'équation 

y =(r4 ar)", 
et nous trouverons 


m— | m— 1 m— 2 


y —y où y mr"-t Az m o) (8x) -+ A I (ar)',etc. 


On peut se dispenser de renfermer 4x entre des parenthèses, en convenant 
que Az’, A2, Arf, ete., représenteront la seconde, la troisième, ka quatrième 
puissance, etc., de Ar; mais pour n'être pas dans le cas de confondre 4x’, 
Ax, etc., avec les différences de 2°, de 1°, etc., nous désignerons ces diffé- 
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rences de cette manière : 4.2, 4,x*, ete. Au moyen de cette observation, nous 
pourrons écrire ainsi YA LCA 3 


s m—2 


Aa —m 3 ax, etc.; 


et nous voyons que quand la différence devient infiniment petite, cas auquel 
ax et Ay se changent en dx et en dy, on doit supprimer, art. 236, les termes 
affectés de dz?, de dx*, etc., comme des infiniment petits des ordres supé- 
rieurs : par conséquent la formule se réduit à 


Ay= mx 


dy—=mz"-dz ; 
ce qui est conforme au résultat que nous avons obtenu, art. 17, par un autre 
moyen, 


519. Il n’est pas même nécessaire de développer toujours la fonction yde x 
suivant les puissances ascendantes de 4x pour obtenir la différence ôy : par 
exemple, si l'on avait 


en retranchant la fonction primitive de la fonction accrue, il viendrait 


(x- Ax) — a’ (x°—a’) 
— dy LL : 
y y ou y æ+ Ag x ? 


élevant x—- Ar au carré, réduisant au même dénominateur, et effectuant la 
réduction, on trouverait 
æâr—-râr rar 


æ (+ Ax) t 


Ay = 


ou en rassemblant les termes en âz, 


520. Si la différence 4x était négative, et qu'on voulůt déterminer la valeur 
de Ay, pour la fonction 
3 
y=y eF br 
rs 
on changerait x en x — Ar, et en retranchant la fonction primitive de la nou- 
velle, on trouverait 


åy =p e- br — bar — V a Hber 
z , 


521, Cherchons maintenant la différence de y, lorsqu'on a 


y=logr. 
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On déduit de cette équation 
y =log (r4 ar), 
et par conséquent | 
y —y=log (x —+ ax) — log x; 
ou, d’après la propriété des logarithmes, 
y or EHA 
PORN: 
et en effectuant la division par v, 
A 
y'—y ou sy=tog | +) (1. 


Or, on a, page 29, 
E ET y 
log (x + hl) = log x -+ Fou E F Vas etc:; 
et en faisant passer log x dans le premier membre, on a 
LR NE JA: 
log (x h) — log x = te ar Vas ~ga tete. 
Cette équation nous donne, par la nature des logarithmes, 


x h 0h ho 
lg ( an Jouiog (14t) =t — E Hih te 


T 


remplaçant ensuite À par Ar, on aura 


mettant cette valeur dans l'équation (1), on trouvera 


AT Ar Ar 


ây = — — — Se m 
d'u, nr T 


ato. is (2): 
Cherchons ensuite la différence de y =a" ; pour cela nous avons 


$ xt+åx Ax 
y —y ou Ay—a — a =a (a EIAS 
et, en mettant la valeur de y, 
As 
Aa =a" \a — 1). 


522. Soit encore y=sin v, on a 
y =sin(2—ar), 
et par conséquent 
y —y où Ay=sin x cos Ar —E sin Av cos x — sin v, 
et en réduisant 
ay=sin Az cos x —- (cos av — l) sin v. 
De même, si l’on nous donne y=cos v, on trouvera 


y'= cos(x- Ar), 
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et en développant, il viendra 


y = cos x cos A% — sin æ Sin AT, 
d’où l’on déduira à 

y — y= cos + cos ay— sin v sin AT — COS," 
et par conséquent 


ay = — sin v sin Av —-cosx (cos av — 1). 


523. Si la fonction y, outre la variable x, contenait encore d'autres varia- 
bles z, t, u, etc., on prendrait la différence Ay en remplaçant # par x +- A7, 

z par 3—- az, t par tai, etc., et en opérant comme ci-dessus. 

Par exemple, si l’on voulait déterminer la différence de y—azu, on aurait 


y = a (3-4 4z) (u-} Au), 
développant et retranchant la fonction primitive, on trouverait 
y —y ou Ay =azau-}-auaz-}-aazat; 
et l'on voit que lorsque Ay et As deviennent infiniment petits, cette différence 


se réduit à 
dy =azdu-}-audz, 


résultat conforme à la règle de l’art. 14. 


524. Enfin, si l’on se proposait de déterminer la différence de la fraction -, 


on aurait 
, ww 
13 45? 
et par conséquent 
; ur au u, 
y’ —y Où ay =- 3 Las SU 


et en réduisant au même dénominateur, on trouverait, après avoir supprimé 
les termes qui se détruisent, 
__ ZAn—u4z 

I= (as) 
Quand les différences sont infiniment petites, Az s'évanouit au dénominateur, 
Ay, Au et 43 se changent en dy, en du et en dz, et la formule précédente se 
réduit à 
sdu— udz. 


g2 ? 
3 


ce qui est conforme à la règle établie, art. 14, pour trouver la différentielle 
d’une fraction. 


525. Dans le calcul différentiel, on considère des différentielles de divers 
ordres. Une semblable division a lieu dans le calcul des différences : ainsi 
en regardant ar, ôy, Az, etc., comme des différences premières de v, de y, 
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de z, ete., ces fonctions auront 4r, Ay, 4°z, ete., pour différences secondes, 
et ax, Ay, Az, etc., pour différences troisièmes, ainsi de suite. 


526. La différence seconde d'une fonction représentée par y = fx, n'étant 
autre chose que la différence de la différence, on pourra regarder M'Q, fig. 97, Fig. 97. 
comme une ordonnée, dont l’abscisse comptée de l'origine M, serait MQ— Ar; 
par conséquent si MQ recoit un accroissement QR, l'abscisse MR correspondra 
à l’ordonnée M”R ; et la différence M'S, qui existe entre M”R et M’Q, sera la 
différence de MQ ou la différence seconde de MP; et comme QR équivaut à 
P'P”, nous avons donc ici deux sortes d’accroissemens à considérer, savoir : 

PP’ que nous avons appelé Ar, et PP” que nous désignerons momentanément 
par h. Si nous regardons maintenant les ordonnées comme des fonctions des 
abscisses correspondantes, nous aurons évidemment, d’après l'inspection de la 
figure 97, Fig. 97. 
M'Q—M'P — MP, 
ou 
Sy —=g(x ar) — pr... (8); 


M'S—M'P"— MP, 


ét ensuite 


ou 

£y =p (rar Lh)— p (0+4 ar)... (4). 
Or, il peut arriver deux cas : ou la différence P'P”=—h sera égale à PP'— 4r, 
ou elle ne le sera pas. Dans le premier cas, l'équation (4) deviendra 

dy p(x +247) —? (x-4 Ar)... (5); 


et l'on voit qu'elle se déduit de l'équation (3), en regardant 47 comme une 
quantité constante, et en changeant x en x —- 4x; mais dans l'hypothèse où 4 
différera de Av, nous indiquerons cette différence, qui pourra être positive ou 
négative, par 4x; en sorte que nous aurons 


h= ar -- Ar, 
ce qui changera léquation (4) en 
Ay—= p (vf 24r Ar) — o (£ Ax)... (6); 


et lon voit que dans le second cas la valeur de Ay se déduira de celle de åy 
[équation (8)], en changeant 


at en Ar -} Axet x en x ae. 


527. Par exemple, si l'on voulait avoir la différence seconde de la fonction 
y—=2, dans laquelle on supposerait Ar constant, on trouverait d'abord 


Ay—2xar ar... (7); 
et en changeant seulement x en æ—LA4y, on obtiendrait ensuite 
Ay =2 (x-4 As ) Ar -| Ar? — (2r8r -4 4r’)... (8); 
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faisant la réduction, il resterait, 
Ay = 2Az... (9). 
598. Si au contraire on regardait Ar comme une quantité variable, l'équa- 
tion (7), au lieu de donner l'équation (8), aménerait celle-ci, 


Ay = 2 (r 44r) (ax 4x) (ar + 4x) — (2rAr— Art), 
et en réduisant, donnerait 


ay 242 (2r ar) 4x (ax). (10). 


529. Par des considérations analogues, on prouverait de même qu’en don- 
nant l'accroissement Ar à Aw, on devrait, dans cette hypothèse, changer x 
enx-Lar, av en Ar ar et a°x en As- aw dans la fonction (10), pour ob- 
tenir la valeur de Ay, ainsi de suite. 


820. Quant au choix de l’une des hypothèses que nous avons considérées, il 
n’est pas douteux que lorsque rien ne s’y oppose, il vaut toujours mieux faire 
accroître + par des différences égales; aussi est-ce l'hypothèse que Pon choisit 
ordinairement. Cependant il peut arriver qu'il ne dépende pas de notre choix 
de donner des valeurs constantes à Ar. Par exemple, si x et y étaient des fonc- 
tions d’une troisième variable tet que l'on eût x=#t, et y—#?t, on sent que 
l'accroissement Ar de x dépendrait, comme celui de y, de l'accroissement At, 
et ainsi, n'étant plus arbitraire, ne pourrait être supposé constant. 


531. Si nous remplaçons maintenant par 4 la différence Ar que nous avons 
prise pour constante, et que nous cherchions les différences successives d’une 
fonction y—x*, nous trouverons 
ay = 32h + 3xh° LR, 
ay = 3 (x ha -43 (x -Hhh — 8h — Beh = brh 4-64, 

Ay = 6 (x -h)h? — brh = 67, 

aíy= 0; 

et l'on voit que dans cet exemple, comme dans tout autre semblable d'une 
fonction rationnelle, les exposans de 4 diminuant successivement d'une unité, 
les différences qu'on déduit ainsi les unes des autres doivent diminuer, et finir 
par devenir nulles. 


532. Par exemple, si l'on écrit dans une ligne horizontale la suite des nom- 
bres triangulaires, et que l’on place au-dessous leurs différences successives, 
comme cela est indiqué ici : 


1; 8, 6, 10, 15, 421, 28096; 
2, 9, 4, 506) 760 
1” 1, ' Broker 

0, 0, 0. 0, ete. 
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on verra qu’à la 4° ligne seulement les différences finissent par être nulles. 


533. Prenons maintenant une suite de termes 
Br apra Mes dure (DE) 
qui aient pour premières différences, 
eng Mrs Bisi Mije si Dasa- (AA 
pour secondes différences, 
E E ETE TE E (19), 


pour troisièmes différences, 


A. E: T RE A (06) n 
ainsi de suite. 
On en déduira 
a, — a = b,a, — u, = b,, a, —a,—=b,,a, — a, = b,, ètc., 
by — bae bi = b, = c0 u bim hb, =c,,b; —b, =e,;,;ete., 
c, — o =d, 0, —c;—1d,,0,—0, = diyt y —c, =d,,etc., (15). 
d, — d= e, d, — d, = e, dy — d, = 6a, d,—d,=—=e,,etc.,/ 


etc., etc., etc., etc. 
On tirera de la première colonne de ces équations, 
a, =a +b, b,—=b+4c, c, =c-}d, d,=e—d, etc... (16); 
de la seconde colonne, 
a, =a, +b, b, =b, 4c., c,—c,<k-d,, ete... (17); 
de la troisième colonne, 
a, =a, +b,, b, =b,- 0, c, =0, d, 3 
ainsi de suite. 


534. Cherchons maintenant à exprimer les différens termes des suites (11) 
et (12), en fonctions des quantités a, b, c, d, etc. Pour cet effet, nous avons 
d'abord, par les premières des équations (16), 

a, =a -}b, b, =b- c; 

nous trouverons ensuite la valeur de a, en substituant celles de a, et de b, 
dans la première des équations (17), ce qui nous donnera 

a, =a, -4 b, =a -b-b c =a -2b -4-0 ; 
d'un autre côté, nous trouverons à l'aide des équations (17) et (16), 

b,—=b,+c,=b<+c<+c+d—b+2c+d, 

c, =c¢, d,—=c+d—#+etd=c+2d#+1e: 
substituant les valeurs de a, et de b, dans celle de a,, nous obtiendrons 

a, =a, 4b, =a -3b4-30 4d. 

On trouvera de même 


b, =b, 4-0, =b -4-20 -4-d- 042d -4-e=b 48e 43d 40. 
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En continuant ainsi, on trouvera encore 
a, =a -44b 6c-4-4d-}e... (18), 
b =b- 4c+6d+ ef... (19); 
et en général, 
a =a +b me PAYS, A Ka oo RE I à + ete. (20). 


b, =b+ į e+ aE W To + to. (21). 


535. Cette séfie s’arrête si l’on tombe sur des différences constantes dans 
l'une des lignes horizontales des équations (15). Par exemple, si l’on avait 
b=D;=1,—Db;;et0., 
qu'on substituât ces valeurs dans les équations (15). les premiers membres de 
celles qui composent la seconde ligne se réduiraient à zéro, ce qui donnerait 
C=0, C,—=0, C,—0, C,—=0, ete. ; 
ces valeurs de e, de c,, de c,, etc., feraient à leur tour, évanouir les premiers 
membres des équations de la troisième ligne, d’où il résulterait 
d=0, d,—=0, d,—0, = etc; 
et en continuant ainsi on voit que les équations des lignes suivantes comprises 
dans les etc., se réduiraient à zéro. 


536. L'équation (20), dans laquelle rentre celle qui est comprise sous le 
n° (21) n'ayant été trouvée que par analogie, il s'agit maintenant d’en prouver 
la légitimité. 
Or, quand n—#, les équations (20) et (21) deviennent les équations (18) 
et (19) (*), et comme celles-ci sont démontrées, voilà donc une valeur de n pour 


(*) Pour concevoir par quelle raison l'équation (20) d'un nombre illimité de termes se réduit aux 


; È a — 1 
cinq termes de l'équation (18), soient M, N, P, Q, R, 5; etc., les facteurs successifs # a en 3 170 
nin —1 —2 
ma n — à etc., nous pourrons écrire ainsi l'équation (20) : 

(a —5) n — 4) 
a=a+ © b + x! cpn Marre) e+Q f 
=T — 4) (n — — 6) 
pR” -ama ys n-na-an w. 


Û A . ATA EIRA - 
el l'on voit que, dans l'hypothèse de n = 4, le facteur TE devient nul, ce qui fait évanouir Lous 


les termes de la seconde ligne, c'est-à-dire tous ceux qui sont compris depuis le rang 4 -+ 2: car les 
secondes parties des quantités renfermées entre les parenthèses étant successivement 1, 2,5, 4, il 
est évident que le nombre donné 4 indique le rang à partir du deuxième terme, ou le rang 4 +2 
à partir du premier. Cette observation peut s'appliquer à toute autre hypothèse de z. 
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laquelle les équations (20) et (21) se vérifient; mais nous ne savons pas si, en 
augmentant n d’une unité, les valeurs de a, et deb, se composeront d’une ma- 
nière analogue, et si, par conséquent, les équations (20) et (21) subsisteront 
encore; autrement ce serait conclure du particulier au général; tout ce que 
nous pouvons admettre, c'est que la démonstration ayant eu lieu pour le cas 
où n= 4, il est du moins constaté que dans une certaine hypothèse de n (celle 
de 4), les valeurs a, et b, se forment suivant la loi qui est indiquée par les 
équations (20) et (21) ; démontrons que si l’on augmente n d'une unité et que 
l'on obtienne par conséquent 


(nn —1}n(n —1) 
= + 1)b+ e 1 MT mis —1) i! 
an = a +-(n1)b- a SA 1.2.3 d— etc... (22), 


la valeur de 4,4, ne sera point absurde. 


Pour cela, nous partirons de ce point que, puisque nous regardons les équa- 
tions (20) et (21), qui ont lieu pour une hypothèse de n, comme légitimes, nous 
obtiendrons un résultat qui sera encore exempt d'erreur, si nous ajoutons en- 
semble ces équations : en opérant ainsi, nous trouverons 


 #n—1) , ee n—? 


a, b,=—=a nb + — 9 c + — is REA liteto. 


ppa e—a e. 


a 


Réduisant et mettant 4,4, à la place de a,-Lbh,, comme on en a le droit en 
vertu des équations (17), il reste 


l — 
apı=a (n4 1)b-4 PEE Seih saia sm à es (23). 


Equation démontrée exacte, etqui, étant la même que l'équation (22), prouve 
que celle-ci est vraie. 


I! suit donc de là que puisque l'équation (20) subsiste pour l'indice n= 4, 
l'équation (22), qui a lieu pour l'indice n 4 1—5, sera vraie encore. Faisant 
ensuite n=5, l'équation (20) sera donc vraie pour cet indice, et par consé- 
quent l'équation (22) prouvera qu'il en sera de même de l'indice n +1 —6. 
En continuant ainsi, on prouvera que l'équation (20) aura lieu en augmentant 
successivement l'indice depuis la valeur 4 jusqu'à une valeur quelconque n. 


537. Maintenant, puisque b est la différence des deux premiers termes de la 
suite (11), l'accroissement de a qu'on désigne par 4a sera donc égal à b; ce 
que nous disons de b pouvant s'appliquer à c, à d, à e, ete., à l'égard des ter- 
mes dont ces lettres RS les accroissemens, on a évidemment 


b= ^g, c== 4b, d= Ac, e= Ad, etc... (24); 
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éliminant b de la seconde de ces équations (24), au moyen de la première, om. 
aura 
i c= AAG = Aa; 
mettant cette valeur dans la troisième des équations (24), nous trouverons 
d=4 . a= bg ; 
cette valeur substituée dans la quatrième des équations (24), on obtiendra 
e= A Aa = Aa, 
ainsi de suite. 
Substituant ces valeurs de c, de d, de e, etc., dans l'équation (20), cette 
équation deviendra 


a 0 + aaj OT wat 


Telle est la formule de Newton. 


ne ag etc... (25). 


838. Si l'on prend pour la suile a, a,, a,,a,.... a,, les ordonnées pm, pm’, 


Fig. 98.p’m", etc., d'une courbe AM, fig. 98, et que la première et la dernière de ces 


Fig. 98. 


ordonnées soient désignées par y et par y', nous aurons done 


a—Y, a, =". 
Substituant ces valeurs dans Sigit (25), nous aih 
Le n(n—1) (n — 
y = y ay y + eee? Ayete... (26). 


Supposons LE À te l'accroissement h= pP, fig. 98, donné à l’abscisse 
Ap soit partagé en n parties pp', pp", p'p”, etc., égales chacune à Av, comme 
le nombre de ces parties sera exprimé par #, nous aurons 


h= nôr, 
d'où l’on tirera 
h 5 


hfh h 
h rot CC) LE VER 
y ——# ———©° dy -etc.; 


réduisant les quantités qui sont entre les parenthèses au même dénominateur, 
et mettant les 4x sous les ôy, nous obtiendrons , 


ây es h(h— 4x) (h—2ar) y 7 
y =y Hh H a Es 5 —— i rete... (28). 


Quand les coordonnées sont infiniment proches les unes des autres, åv, qui 
exprime la distance de l'une à l’autre, devient une quantité infiniment petite 
qui s'évanouit, art. 230, devant la quantité finie k, représentée par pP, 
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Ay A Pai è 
Ve. 98; alors les rapports ©, R 3 etc., se réduisent aux coefficiensFig. 98. 


dy dy 


Ie dd etc., et la formule (28), devient 


différentiels dy. 
dr 
; dy; Le y h d'y à 
= Tata t de. Fa E eten (29); 
c’est ainsi que le calcul des différences nous conduit au théorème de Taylor, 
dont on reconnait ici la formule. 


539. Dans la démonstration précédente, nous avons partagé laccroisse- 
ment pP, fig. 98, en un certain nombre de parties égales, et nous avons pris Fig. 98. 
pour av l’une de ces parties ; on pourrait au contraire nommer Av l’accroisse- 
ment pP, et regarder A+ comme composé d'un nombre n de parties égales 
chacune à une quantité constante À. Si l’on adopte cette seconde hypothèse, 
on aura 

g —yw ou 4r—nh, 
d'où nous tirerons 

Ar - 
LEA Te (30); 
substituant cette valeur dans l'équation (26), nous obtiendrons, après avoir ré- 
duit les quantités qui sont entre parenthèses au mème dénominateur, 
Ar (Ar — ar (ar — h) (ar — 9h) 

y =: Ay (ans ee etc. (31 
s= tr a RU e a yt js 


et en prenant 4 pour unité, l'équation (31) deviendra 


r (AT — æ—2 
y =y -aray +- pue D 5 DR RTE pes CNRS (32). 


Cette équation peut se mettre sous une autre forme; car l'hypothèse de h= 1, 
réduit l'équation (30) à Ar—n. Cette valeur de Ar re l'équation (32) en 


d nin— 1), n(n — 1) ( )Ay 
JEg nyt sy- Mea ME PEUT 


ce qui nous fait retomber sur l'équation (26). 


540. Remarquons que ce que nous appelons ây, dans la formule (31), n'est 
pas la même chose que y — y; car ay exprime la différence m'n’, fig. 98, qui Fig. 98. 
existe entre les deux ordonnées consécutives mp et m'p'; tandis que y —y est 
la différence MN qui se trouve entre MP —y et mp= y. ; 


541. Pour donner une explication de la formule (33), cherchons l'ordonnée 
qui répond à l'indice n dans la suite 
5/09, 15; 93, 188, etc... (34); 
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comparant cette suite à celle-ci : 
a, G; @,, Q3, Q@y etc.; 


et désignant le premier terme par y, nous avons 


ay ou b =a, — a = 9— 165 —=1h 4, 
b, ou a, — a, = 135 — 9 = 6, 
b, ou a, — a, = 23 — 15 — 8, 
b, ou a, — a, = 33 — 23 — 10, 
ORTA TTE ss (ae FPT 
dy ouc = b, — bh = 9, 
D = EST, 
c, = b, — b, = 2, 
Ay oud = c; — c = 0; 


toutes les autres différences sont également nulles. 
Par conséquent l'équation (33) se réduit à ces premiers termes 


y =y +n. ay=n Se OT (35); 


mettant dans cette équation la valeur 5 du premier terme y et celles de ay et 


de 4’y, elle devient 
y =5 -4n (n”—n), 


y =5 + 3n- n”... (36). 
Cette formule donnera le moyen de déterminer le terme de la suite (34), qui 
répond à l'indice n. Par conséquent si l’on donne successivement à n ces 
valeurs 


valeur qui se réduit à 


Oeil, «29 6,4, bi OTa 


et qu’on les mette dans la formule (36), on retrouvera tous les termes de 
la suite (34). 


542. Une formule qui, comme la formule (36), détermine tous les termes 
d’une suite, à commencer par la valeur nr —0, en est appelée le terme général. 
Soit donc cette suite de termes 

DA), Gr e E. AEA TEA (D) 
correspondant aux indices 
0: 1278 06; 2 

il est visible que 4, sera le terme général de la suite (37); car un terme quel- 
conque de cette suite, a,, par exemple, s'obtient en donnant à » la valeur par- 
ticulière 4. Le premier terme « équivaut donc à a,, ce qui ne signifie autre 
chose, si ce n’est que a n’a point d'indice. A l'égard de a,, l'indice de ce terme 
indique le nombre de ceux qui le précèdent; car en comptant les termes de 
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la suite (37), à partir seulement de a, inclusivement, ce nombre de termes 
sera exprimé par n, et par conséquent deviendra n -}- 1, si nous y réunissons a. 
D'où il suit que le nombre total des termes qui précèdent a, dans la suite (37) 
aura n pour expression. 

Cette observation repose entièrement sur ce que la première des valeurs 
qu'on substitue à n, pour obtenir tous les termes de la série, doit être zéro. 

Ainsi ce que nous appellerons le terme général de la suite des nombres 
naturels 

1, 2, 6, 4006, 6, 7, ‘5, Ore EN 
ne sera pas #, parce que, bien qu’on obtienne tous les termes de cette suite 
en faisant successivement 
n=l; n—=9%, n—$3, etc. 


nous ne commençons point par n —0. 


543. On voit que, d’après cette définition, le terme général de la suite (38) 
sera n-} 1. De même, en cherchant les termes généraux des suites 
124 2 LL 8 EE 4 HE 5 LE me, 
+ 2% — 8 —L 45 HHB -pauan w, 
qui sont celles des nombres carrés et des nombres cubes, on a 
(n -+ 1), terme général de la suite des carrés, 
(n -} 1}, terme général de la suite des cubes. 


544. Si Pon demandait le terme général de la suite des nombres triangu- 
laires (*), qui est 
1076, 20,010; T 21,128, "860 men 180): 
en écrivant au-dessous 
ds Da anaa Ge ire ur Gi Batat (6er, (40), 
nous aurions 


y=; 

Ayoub =a, — a = 8 — 1 — 92, 
b, ou a, — a, =, 6 — 3 — 8, 
aeie m (UE 6= 4, 
b, ou a, — a, = 15 — 10 = 6, 

Ay ou c =p L = —%— 1, 
c, = bh, — b, = 4 — 8 = 1, 

Ay ou d = 0, 


Aíy = 0, Ay = 0, etc. 


(*) Elle s'obtient en ajoutant à l'unité les sommes des deux, des trois, des quatre premiers ter- 
mes, etc., de la suite (58) des nombres naturels. 


ess pe SE PRE D: J/rcin.org.pl + 


Fig. 99. 


Fig. 100. 


Fig. 100. 
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et comme les indices 0, 1, 2, 3, 4, ete., suivent l’ordre des nombres natu- 
rels, leur différence est l'unité, ce qui nous donne A= 1. Cette hypothèse est 
celle de la formule (33) ; et comme dans le cas présent nous avons, par ce qui 
précède, y = 1, 4y—2, ^y = 1, et que toutes les autres différences Ay, 
ay, etc., sont nulles, on obtient en mettant ces valeurs dans la formule (33), 


n(n— 1 
y= 4n +); 
réduisant les deux derniers termes au même LEE on trouvé enfin 


JA ÈMEe — terme général de la suite des nombres triangulaires..… (41). 


545. Remarquons que, dans le cas où les ordonnées dont on connait les 
valeurs sont équidistantes, et où par conséquent on a le droit de prendre 4 
pour unité, il est possible que » soit fractionnaire. C'est effectivement ce qui 
aura lieu, fig. 99, si le point P, déterminé par l’abscisse x —x-—nh, ne tombe 
pas sur un des pieds p, p', p”, etc., des ordonnées équidistantes pm, p'm', 
pm", ete. Par exemple, si l’on prend la courbe déterminée par les termes de 
la série (39), dont nous construirons les trois ordonnées, en faisant, fig. 100, 

mepet 
et en prenant, comme le prescrit la suite (39), 
pm=1, p'm=3, p'm"=6, 
et que lon demande quelle sera l'ordonnée correspondante à l'indice. 


2 
== L+ 3 on mettra cette valeur dans la formule (41), qui est l'expression 


générale de l’ordonnée de la courbe proposée, et lon trouvera 
3(1 = 
=1 Sahai +R mai, 
Ainsi l'ordonnée PM is sera celle qui correspond à l'indice 1 +- à ou, 


ce qui est la même chose, à l'abscisse pP = 1 +- à fig. 100. 


Le problème que nous venons de résoudre nous conduit à la recherche du 
logarithme d’un nombre qui ne se trouve pas compris dans les tables. 


546. Proposons-nous, par exemple, de déterminer le logarithme du nombre 
2,718281828 qui, art. 38, sert de base au système népérien. Comme en dé- 
plaçant la virgule on ne change pas les chiffres décimaux du logarithme, 
nous la placerons de manière que la partie entière du nombre proposé soit 
aussi grande que les tables la puissent contenir ; et pour cela, au lieu du 
nombre proposé, nous écrirons 271,8281828, parce que plus un nombre 
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entier est grand, plus son logarithme est donné avec exactitude dans les 
tables. | 
Notre recherche se réduisant ainsi à trouver le logarithme de......... 
271,8281828 (*), imaginons que l’on ait construit les points m, m, m”, m”, 
m”, etc., fig. 101, à l'aide des coordonnées suivantes : Fig. 101. 
Ap = 271, pm = log de 271, 
Ap' 272, p'm = log de 272, 
Ap” = 273, p'm" = log de 273, 
Ap” 274, pm" = log de 274, 
Ap” ==275, p“ m" = log de 275, 


ll 


il est certain que si les points m, m, m”, etc., se succédaient immédiatement, 
ils constitueraient une ligne courbe ; mais étant séparés les uns des autres, si 
l'on fait passer par ces points une ligne mmn'm'm", etc., cette ligne pourra 
être regardée comme une courbe approximative BC, dont l'inflexion se rap- 
prochera beaucoup de celle de la véritable courbe. Par conséquent si lon 
mène par le point P une ordonnée PM qui aille rencontrer en M notre courbe 
approximative, on sent que cette ordonnée différera peu de l'ordonnée qui 
appartiendrait à la véritable courbe; et cela proviendra de l'influence que les 
ordonnées pm, p'm', p'm", ont excercée sur l'inflexion de la courbe approxi- 
mative; de sorte qu'on pourra regarder PM comme une fonction de ces or- 
données : c'est aussi la conséquence que l’on tire de la formule (33). dans 
laquelle l'ordonnée PM, représentée par y’, est une fonction de y et de ses ac- 
croissemens successifs. Aussi allons-nous déterminer la valeur de PM au moyen 
de cette formule. 

Pour cela, nous avons, fig. 101, par l'état de la question, Fig. 101. 

x ou Ap = 271, y ou pm = log de 271, 
x ou AP = v — ôr — 271,8281828, 
ce qui nous donne 
Az = 0,8281828 ; 
et il s'agit de déterminer y’. 

Cela posé, les abscisses Ap, Ap', Ap”, Ap”, etc., étant représentées par les 
nombres 271, 272, 273, 274, etc., on voit que la différence de l’une à l’autre 
est égale à l'unité : nous avons done, dans le cas présent, A= 1 ; par consé- 
quent nous emploierons la formule (32) pour la solution du problème; et, 
puisque nous connaissons âr, et le premier terme y, nous n'avons plus besoin 


(*) Le logarithme du nombre entier 2718281828, ne différant de celui de 2,7181828 que par la 
caractéristique, qui au lieu d’être 0 est 9, on voit que ce logarithme se détermine par le même 
procédé. 
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~> que de connaître Ay, A°y, Ay, etc. Pour obtenir ces différences, posant d’abord, 
comme dans l’art. 533, la suite 
4, &,, &,, Q3, a;, etc., 
nous aurons pour déterminer ces valeurs 
a = log de 271 — 2.4329692909, 
a, — log de 272 — 2.4345689040, 
a, = log de 273 — 2.4351626470, 
a, = log de 274 — 2.4377505628, 
a, = log de 275 — 2,4393326938, 


etc. etc. etc. etc. ; 
on déduira de là 

Ay ou b ou a, — a = 0,0015996131, 
b, ou a, — a, = 0,0015937430, 
b, oua, — a, = 0,0015879158, 
b, ou a, — a,. = 0,0015821310, 

Ay ou c ou b, — b — — 0,0000058701, 
c, ou b, — b, = — 0,0000058272, 
c, ou b, — b, = — 0,0000057848, 

ây ou d ou ce, — ce = — 0,0000000429. 


Formant d’abord le terme avy, nous trouverons 
AxAy = (0,8281828) (0,0015996) —0,00132476... (42). 


La valeur de av qui compose le premier facteur n’est qu’approximative, 
puisque nous avons négligé les chiffres décimaux qui passent le septième rang, 
comme on peut le voir par cette valeur plus approchée de la base du système 
népérien 
e= 2,7 18281828459045, etc. ; 

il suit de là que le premier facteur de la valeur de Az4y, n’est exact que quand 
l'on se borne aux sept premiers chiffres décimaux. Les deux zéros du second 
facteur de l'expression (42) reculent la virgule de deux rangs dans le pro- 
duit, ce qui donnerait neuf chiffres décimaux ; mais à cause des retenues, ne 
pouvant compter sur l'exactitude du dernier chiffre, nous n’en prendrons que 
huit; et comme la fraction décimale qui est la valeur de Av est moindre que 
l'unité, nous remplacerons âx — 1 par — (1 — 4r), et nous trouverons 


(âx — 1) 


A 
arr ta 


A 
, ou — Ar Sa %) L — (0,071134264). 
Multipliant cette valeur par celle de 4y, qui est aussi négative, nous obtien- 
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drons ce produit positif 
(az — 1) 


at — g 4y—0,0000004175. 


Nous ne tiendrons pas compte des termes en 4y, en Aiy, etc., parce qu’en 
considérant seulement le premier, qui est 
(ax — 1) (Ar —2) A 
2 3 
nous voyons que la valeur de ce terme n’a aucun chiffre significatif dans les 
huit premières décimales; à plus forte raison en doit-il être de même des ter- 
mes en ĉíy, en Ay, ete., qui sont moindres. De sorte que la valeur de y ne 
dépend que des huit premières décimales de celle de ax. 
Nous aurons donc en résumé 

a nes sstssheismmotesssssie AURA OO D 

BYAT s sesasssrosesssosssssesssessso:  0,00182476 

PA e doad AEE T 


A 


» 


log de 271,8281828—2,43429446. 
Diminuant la caractéristique de deux unités, on conclura que le loga- 
rithme de 
e—2,718281828, est 0,4342944 (*). 


Nous ne prenons que sept décimales dans la valeur du logarithme, parce qu’on 
ne peut compter sur la huitième, qui, quoique exacte dans chacun des nom- 
bres que nous additionnons, peut se trouver fautive dans leur somme, à cause 
des retenues qui pourraient provenir des chiffres négligés à partir de la neu- 
vième décimale. 


(*) Dans l'hypothèse qui nous a fait trouver ce logarithme, nous regardons l’ordonnée commele 
logarithme de l’abscisse; mais dans les art. 58, 59, 40 et 198, nous supposions au contraire que 
l’abscisse était le logarithme de l'ordonnée, en partant de l'équation 

J =a = aI, oùt, += 1087: 
au lieu de cette équation, nous aurions, dans le cas actuel, 


=b = yI A ou y =logz; 
ce qui nous conduirait à 


dz log e 
d log x = sieb 
Cette équation appartiendrait à une logarithmique aussi bien que celle-ci : 
dy log e 
T 


mais dans cette dernière Pabscisse devenant l'ordonnée et l’ordonnée l'abscisse, la courbe n'aurait 
pas la même position, 
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Du calcul inverse des différences. 


547. Le calcul inverse des différences a pour but de remonter de la diffé- 
rence à la quantité qui l’a produite. Cette opération, qu’on appelle intégration, 
s'indique par la caractéristique >, qui signifie somme. 

Par exemple, étant donnée la différence Ar, supposée constante, il est évi- 
dent qu’on aura 

IAT = T. 


548. On peut mettre cette équation sous une autre forme, si l’on considère 
que l'unité y entrant comme facteur, peut être remplacée par 2°; on aura 
donc 

IAT. =T}; 
et alors on pourra faire passer la constante Av en dehors du signe d'intégration, 
ce qui donnera 


N a 7%, 
et par conséquent 
z 
ss? =—... (43). 
AT (9) 


549. Dans la même hypothèse de Av constant, soit 
y=2", 
on à 
y= (s 4a)", 
et par conséquent 
y —y ou ay=(x + Ar)" — ae"; 
développant par la formule du binome, et effaçant les termes en x” qui se 
détruisent, on trouve 


Ay=mx""" ax" . a z - 


z"-2 Ag -Letc.; 


intégrant et faisant passer les constantes hors du signe 5, il vient 


m m— l1 
y =mzr"-' Ar -}- ma 


Eg"-3 Aa —Letc. ; 


remettant la valeur de y, on a 


m— 1 tı m—1 m—? 


” - Nr 
g” =mara" AT AxÈg"-2 +- Du aoa i Ar" etc. 
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On déduit de cette équation 

a = darsr - ATS., 

a? = Barrar? — Baxsr —L Ar, 

gh = harga? -b Gaza -h harv —L aviser, 

etc. etc. etc. 
Tirant de ces équations les valeurs de Xr, 2°, :x°, etc., données par le pre- 
mier terme de leurs seconds membres, et divisant par la partie qui est hors 
du signe x, on trouvera 


æ Ara. 
MT DAT Dar ? 
PR a SAa?5r  Ari5a? 
TR ER a 
pas — + bArr, are aise 
har 4aa kar 4ax ? 
ete. etc. etc. etc. 


Réduisant les termes en Ar, qui, dans chaque fraction, sont communs au nu- 
mérateur et au dénominateur, on obtiendra 


PA SO — Al 
24% 2 
PRE — ATET — An 
Ssr 8 s e... (44). 
EEE S A e — Arr ELA Er, 
4ax 4 
etc. etc. etc. etc. 


Mettant dans la première des équations (44), la valeur de 52°, tirée de l'équa- 
tion (43), page 294, on obtiendra 
. g’ 


vr 
r go (45); 


substituant ensuite cette valeur de 2v et celle de 22°, dans la seconde des équa- 
tions (44), on trouvera 


ou, en réduisant les deux derniers termes, 


a 2? + rår 
DRE nn 
da à TN AS e 


Enfin, si, dans la troisième des équations (44), on introduit les valeurs de Er, 
(4 


de 2r et de 52’, données par les équations (43), (48) et (46), on trouvera 
-4 


z = = — 4 P pirs... (47). 
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Et comme l'accroissement ar, qui est constant, est d’une grandeur arbi- 
traire, nous pourrons le remplacer par k, pour ôter l’idée d'opération ren- 
fermée dans 4x, et nous aurons 


æ \ 
2 = = \ 
he 
sit z gz 
pesa . (48). 
$ = t Ér Ladi he 
-im T 
21 E, xh 
RE ET 


550. En général, une fonction rationnelle entière de x, lorsqu'on développe 
les opérations, se réduisant à une somme de quantités de la forme As”, on 
voit que l'intégration en peut toujours être obtenue par ce qui précède. 


851. Cherchons, par exemple, l'intégrale de la fonction 
(a + bx). 
Pour cela on développera le carré, ce qui donnera 
(a—- br) =a + 2abx ba; 
multipliant a° par 2°, intégrant et mettant les constantes en dehors, nous ob- 
tiendrons 
x (a+ br} = 022 + 2absr -bsr ; 
remplaçant 2+°, sv et 3x°, par leurs valeurs, que nous donnent les équa- 
tions (48), nous trouverons 
5 (abe) 
ax , abr’ ba bai bhe 
= CSN S — abr + D UT ait constante, 
ou, en ordonnant par rapport aux puissances de x, 
br ab D a bh 
Eh -- (T — z) 2 + p — ab +5) —-const. 
Nous ajoutons une constante, parce que l'intégrale d’une différence 4x est 
aussi bien x que a-x, ces fonctions ayant la même différence Av. 


552. Soit encore le produit 
i (z-a) (1+5) (240); 
en le développant on aura 
(2-a) (14b) (ee) =a 
+b 


Le 
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et en intégrant, on trouvera 


(x a) (xd) (ac) =s + a 
-Hb 
ai 


52° ab 
- ac 
-Hab 
Il ne s'agira plus que de mettre dans le second membre les valeurs de s, 
de 32”, de xv et de 5°, données par les équations (48). 


zv —-abesæ const. 


553. Il est un cas particulier où un produit de divers facteurs présente 
une intégration aussi élégante que facile; c’est celui où la différence Ar étant 
constante et ddr: par k, on se propose d'intégrer 


(rh) (x 42h) (x 8h... (2 Lnk). 

Pour cela, nous ire le produit 

y=(x —h) x(r +) (242) (r+4-8h)... (1-4 nh). 
qui contient de plus, sur la gauche, le facteur (x — h); Re par (La), 
y deviendra 

y+4y, 

et nous aurons 

y Fáy =s (s-h) (x 4-24) (x + 8h)... (x Lnk) (x-Hh-+nh); 
ôtant de ce résultat l'équation primitive, il restera 
Aay =v (2h) (20%)... (x-4 nh) (x km) — (r —h)e(x 4h). (x + nh). 
La partie x (x-}-A)... (x-ļ-nh) étant commune aux deux produits qui compo- 


sent le second membre de cette équation, nous pouvons la mettre en facteur 
commun, et nous aurons 


ay = [x (rh) (x 22h)... (x +nh)] [rh Lnh —(z—h)]. 
Le second facteur se réduit à (#-2)h, et comme il est constant, nous pòur- 
rons le faire passer hors du signe X; intégrant, nous aurons 


= 2)A5 Lee) (2) (end 
Mettant la valeur de y donnée par l'équation (49), changeant les deux mem- 
bres de place et divisant par (n l-2)#, nous Ti enfin 


Ex (xh) (x 42h)... (x Lnk) = Te [e (e 4h)... (x-4 nh)]. 


Application du calcul des différences à la sommation des termes 
d'une série. 


554. Un des grands avantages du calcul des différences finies, consiste à 
déterminer le terme sommatoire d’une série, c'est-à-dire l'expression algébri- 


que au moyen de laquelle on peut trouver la somme des termes de cette série. 
ÉLÉMENS DE CALCUL DIFFÉRENTIEL. 58 
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Nous allons examiner comment le terme sommatoire peut être obtenu lors- 
qu’on connaît le terme général d’une série. Pour cela, soit la suite 
0, 0,, 0,5 dj Guirec ns Onsess (BU), 
qui correspond aux indices 
0, 1, 2, 8, 4... n—l, n. 
Nous voyons qu’en donnant successivement à » les valeurs 0, 1, 2, 3. 4,...n, 
on formera avec a, tous les termes de la suite (50); a, en est donc le terme 
général. Mais ce terme général peut être regardé comme la différence dont 
s’accroitrait 
a—a, Ha, a... a, (51) 
pour former la suite (50). 
Par conséquent, si nous désignons par Sla somme des termes de la suite(51), 
nous aurons 
4S—a, ; 
d’où nous tirerons, en intégrant, 
B= 124,4, (02), 


555. Telle sera la somme des termes compris inclusivement depuis a jusqu’à 

a AAO y s ième 3 p 

an-ı, C'est-à-dire jusqu'au terme qui occupe le (n— 1) rang, à partir de 
a,; mais si, au lieu de compter les rangs depuis a,, nous les comptons de- 


3 ième Ne 
puis a, le terme a„-, occupera len rang; et alors les indices 
0, 1, 2, 3,... (n—1), 
de la suite (51) se changeront en ces autres indices, 
103,8, AE 
de cette manière, le terme sommatoire S exprimera la suite des termes com- 
pris depuis n= l jusqu'àn —n. 


556. Pour en donner un exemple, cherchons le terme sommatoire de la suite 
8, 7, 11, 15, 19, 23... (53), 
dont le terme général est 4n-}-3. Cette formule nous donnera 
S=: (4n—+-38), 
ou 
S= 4sn + 3En"…... (54); 
mettant n à la place de +, dans les équations (43) et (45), et faisant ar—1, 
parce que les indices croissent d’une unité, nous déduirons de ces équations 
nn, In= in — in; 

substituant ces valeurs dans l'équation (54), réduisant et ajoutant une con- 


stante, nous trouverons 
S— n° —n—- constante... (55). 


http://rcin.org.pl 


SOMMATION DES TERMES D'UNE SÉRIE. 299 


On déterminera la constante, en remarquant que quand n—0, la somme S 
des termes est nulle, ce qui réduit l'équation (55) à 
constante —0. 


Supprimant donc la constante, nous aurons 
S—2n° + n... (56). 


557. Pour appliquer cette formule à la sommation des termes de la suite (53), 
nous observerons que ces termes étant au nombre de six, nous avons, art, 555, 
n—6; 
mettant cette valeur dans l'équation (54), nous trouverons 

S =78. 


558. Cherchons encore les quinze premiers termes de la suite des nombres 
naturels, c’est-à-dire sommons la série 
1, 3, 8, 45%. Ii 
le terme général de cette suite étant n-}-1, art. 543, nous avons pour son 
terme sommatoire - 
S—xr—-52°, 
Au moyen de la première des équations (45) et (43), dans lesquelles nous 
changerons x en n et Av en l'unité, nous réduirons celle-ci à 
S—in tin. 
Cette équation, comme celle de l'exemple précédent, ne comporte point de con- 


stante. 
Les indices ne différant pas des termes de la série, nous trouverons, en fai- 


sant n = 15, que la somme de ces termes est 
S= 120. 


559. Pour troisième application, sommons la suite 
1-4-49- 16-425- 36-449-464-481-+100, 
qui est celle des dix premiers termes des carrés de la suite des nombres natu- 
rels. Le terme général de cette suite étant (x -}- 1)’, art. 543, nous aurons pour 
le terme sommatoire 
S—5(n +1} =z (w +9n 1) =m -H n4 in; 
substituant dans cette expression les valeurs de n°, de 2n', et de zn’, données 
par les équations (46), (45) et (43), dans lesquelles on changera v en n et Av en 
l'unité, le terme sommatoire aura pour expression 
S=; n -pin-jin constante... (57); 
et comme le nombre des termes de la série est 10, nous trouverons en faisant 
n—10, 
S—385. 
Nous n’ajoutons point de constante, par la raison que nous avons expliquée 
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art. 556; mais si, au lieu de compter la suite depuis le nombre 1, on la comp- 
tait depuis le nombre 36, la somme des termes qui précèdent 36 devrait être 
nulle. Par conséquent en faisant n — 5, on devrait avoir S = o. Cette hypo- 
thèse réduirait l'équation (57) à 

- constante = — 55; 
cette valeur changerait l'équation (57) en 


1 3 1 2 1 . 
S= z-a” + g"— 566; 


et comme le nombre des termes de la suite proposée est 10, en faisant n = 10, 
on aurait pour la somme des termes de cette série, compris depuis 36 jusqu’à 
100 inclusivement, 
1000 , 100 , 10 
Cho ENT UN dou: 
ou 


S= 385 — 55 = 330, 
* 


De l’interpolation. 


560. L'interpolation a pour but d'insérer dans une suite de termes qui 
suivent une certaine loi, d’autres termes subordonnés à cette même loi. 


561. Si l’on nous donnait, par exemple, les coordonnées AP et PM, fig. 102, 
AQ et QN de deux points M et N, situés sur un plan, il suffirait de faire passer 
la droite MN par ces deux points pour résoudre le problème ; car il est évi- 
dent que les coordonnées AP et PM, AQ et QN, et toutes celles de la droite AN 
seraient enchainées par une même loi. 


562. Si trois points L, M et N, fig. 103, donnés sur le même plan, étaient 
déterminés par les coordonnées AI, IL, AP, PM, AQ et QN, en faisant passer 
l'arc de cercle LMN par ces trois points, on satisferait encore au problème ; 
mais l'arc LMN ne pourra plus nous en offrir la solution, lorsqu'on nous don- 
nera un plus grand nombre de points. D'ailleurs, quoique le cercle soit une 
courbe facile à décrire, il n’est point, par son équation, celle qu’on pourrait 
regarder comme la plus convenable au cas présent. Nous en choisirons donc 
une autre qui se prête plus facilement aux hypothèses que nous pourrons éta- 
blir sur le nombre de points par où la courbe doit passer. Cette courbe est la 
parabole de tous les genres, qui est comprise dans l'équation 


y=M —+-Nx + Pr- Qr? -Hete.... (58). 


563. Supposons donc que par l'observation, ou par tout autre moyen, on 
soit parvenu à savoir que les abscisses AI, AP, AQ, AR, fig. 104, ont pour 
ordonnées correspondantes IL, PM, QN, RS, ete, ; si ces abscisses sont repré- 
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sentées de la sorte, a, b, c, d, etc., et que leurs ordonnées le soient par À, B, 
C, D, etc., l'équation (58), dans laquelle les coefficiens M, N, P, Q, etc., sont 
indéterminés, sera satisfaite aussi bien par les valeurs a et A que par les valeurs 
b et B, et ainsi de suite ; de sorte que l’on aura pour déterminer les coefficiens 
N, M, P, Q, etc., les équations 

A =M + Na L Pa’ — Qu? etc.) 

B = M — Nb ~- Ph? Qb — etc. 

C =M + No — Pe? + Q? ete. ) + (59). 

D =M + Nd.+ Pe -L Qd’ etc. 

etc. etc. etc. 
Ces équations devront être en même nombre que les coefficiens M, N, P, Q, etec., 
qui sont à déterminer. Si la première est retranchée de la seconde, et que la 
seconde le soit de la troisième, et ainsi de suite, on obtiendra 


B—A—N(b— a) P(b— a") +Q Came AE # 


C—B=—N(c—b)+-P (e — b)+Q( b')—ete., 
D—C=N(d—c)+P (d — c)+Q( i — c*)—etc., 
etc. etc. etc. etc.; 
et en divisant par ce qui multiplie N, on aura 
B — A = a$ 
= ND E | 
Ci Brun. (e — b’) k y 
T M es es Mae DE, 
D—C (d — e?) (d — ci) 
3 rN+PS TA ER -+ etc 
etc. etc. etc. 


Les termes qui se trouvent compris entre les parenthèses étant la différence 
de deux quantités élevées à une même puissance, sont de la forme u” — v” ; 
or on sait qu'une expression de ce genre, lorsque m est un nombre entier, est 
exactement divisible par v —+ et donne (note dix-septième) 
u” — o" = (u— v) [ut ou Lors. pu Lo]... (61), 

et comparant les quantités (b°— a), (b3— a°), (c° — b’), etc., de cette formule, 
on peut les décomposer ainsi 

(b— a)(b—a), (b— a) (b° ab a) etc., 
et en "os ces valeurs dans les équations (60), on obtient ces résultats 


Z mA Le a) Q(b aber) + ete. 


“Le = = N + P(e +) + Q(c + cb 4b) ete. 4 . (62). 
p= -E SN + P(e) o(d Hedo) etes) 


etc. ete. etc. 
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Si l’on suppose 
ON CRE es EPA EC AU" 
EEA poB Pere T, ga = NU 
B', C', D’, se composant de valeurs données, seront encore des quantités con- 
nues ; et en les substituant dans les équations (62), on aura 


B'—N—+P(b—La) + Q(b°—Lab a) + etc. 
C =N P (e +b) + Q(c° cb -b)+ ete. (63) 
D'= N + P (c +d) -+ Q(d'+ed + 6°) + ete. |" : 


etc. etc. etc. 


alors ces équations remplaceront les équations (59) dont le nombre sera dimi- 
nué d’une unité; et au lieu des inconnues M, N, P, Q, ete., elles ne renferme- 
ront plus que N, P, Q, ete., c’est-à-dire une de moins. Si, en continuant d'opé- 
rer comme ci-dessus on prend les différences C’—B, D'— C’, etc., on aura, 
en divisant par le multiplicateur de P, 


(us PARA ES Li, m el Pen! AU 


C— a on 

D —C d—b+-c(d—b)] 

TT = PE QT ete 
etc. etc. etc. 


et l'on voit que les diviseurs c— a et d— b disparaitront encore des seconds 
membres de ces équations (*), délivrées des inconnues M et N. En continuant 
d'opérer ainsi l’on parviendra à éliminer toutes les inconnues moins une seule, 
et l'on obtiendra ensuite les valeurs de M, de N, de P, de Q, etc., qu'on Sub- 
stituera dans l'équation (58). 


564. La méthode d'interpolation dont nous venons d'exposer la théorie 
appartient à Newton. Lagrange en a donné une qui repose également sur le 


(*) Pour s'assurer qu'il en est de même de tout terme des équations (65), soient 
kb” — a”) kie”— b”)  k(d”—c"; 
b—a ? c—b ? d—c 
les valeurs générales du dernier terme des équations (63), nous les trouverons en les développant à 
l'aide de la formule (61), 

C = N + ete. + Mont + ben + ben- + bn), 
B'=N 4 etc... + klar + bara + bar... + bn), 

Nous avons écrit dans un ordre inverse la quantité renfermée entre les dernières parenthèses, pour 


y Gt 


qu'elle soit ordonnée par rapport à b, comme l’autre. 
Prenant la différence, nous trouverons 


C — B’ =... kier — ant + b(on-2 — a") 4b (e"> — ar>) etc.]; 
quantité qui est divisible exactement par € — a. 
Il en serait de même des autres différences D’ — €’, etc. 
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facteur commun que nous avons supprimé, et dont on peut donner la démons- 
tration suivante : soient done p, q, r, s, etc., différentes abscisses auxquelles 
on a reconnu que correspondaient les ordonnées P, Q, R, S, etc.; si l’on 
regarde p, q, r, s, etc., comme des valeurs qui, mises à la place de x dans une 
certaine équation, amènent pour y celles-ci : P, Q, R;S, etc., cette équation 
devrà avoir la forme suivante 


y—APLBQ-HCR-ELDS-Letc.. (64). 

En effet, la condition exigée sera remplie, si en faisant 

æ=p, on a A=1, B—0, C—0, D—o, etc... (65), 

sz=q, on a B—1, A=0, C—0, D=o, etc... (66), 

æ=r, on a C—1, A=0, B—0, D=o, etc... (67), 

etc. etc. ete. 

Pour satisfaire aux équations (65) B—0, C—0, D=o, ete., il faut que B, C, 
D, etc., soient des formes suivantes 

B=(r— p), C—(r—p)R, D=(r—p}S', etc... (68). 


On prouverait de même que pour satisfaire aux équations À = 0, C = 0, 
D=o, etc., du n° (66), le facteur x — q doit appartenir à tous les coefliciens 
A, C, D, etc., hors celui de Q, et qu’il en sera de même des facteurs sv —r, 
æ—s, etc., à l'égard des coeficiens de P, de Q, de S, et de ceux de P, de Q et 
de R, ete. 

Si nous nous bornons aux quatre premiers termes du second membre de : 
l'équation (64), c'est-à-dire à ceux qui ne sont pas compris dans l'ete., on voit 
donc que la valeur de y sera de la forme 

y = * (x —q) (x — r) (x —s)P 
HERTAN AR ET 
+7 (e —p) (x — 9) (x —s)R 
+e (e—p) (z — 9) (£ —r)S. 
Or, pour que le coefficient de P se réduise à l'unité quand x =p, il faut que « 
1 
(p—9) (p—r) (p—s) 
On démontrerait de même qu’on doit avoir 
RL DATAE ELS. ELE EE S E 
m ppt) G a 6-1") 
substituant ces valeurs et celle de z dans l'équation (69), on aura donc cette 
formule d'interpolation 


soit de la forme 


te rene 
p—p (p— r) p—s) ` puar) ae |. co 
DE ias a (x—r) (x — s) R+ pe =f nsl ` i 


(r—p) (r — 9) (r—s) (s —p) (s—9) (s —r) 
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Fig. 105. Par conséquent, si, fig. 105, à laide des coordonnées 
Ap =p, pk = P, 


Ag =q, g =Q, 
Ar = r, rm =R; 
Als :== 8j! ian p 


on construit les points #, l, m, n, par lesquels passe une courbe lmn, une 
valeur arbitraire AP donnée à l’abscisse x, étant mise dans l'équation (70), dé- 
terminera toujours pour y la valeur PM, qui correspondra à cette abscisse. 

Dans ce qui précède, les accroissemens donnés à x peuvent être quelcon- 
ques; mais s'ils étaient égaux, en les représentant par Av, la formule de New- 
ton, démontrée page 286, et dans laquelle on ferait Av constant, pourrait 
servir à l’interpolation ; c'est ainsi que nous en avons fait usage, art. 546, 
pour trouver le logarithme d’un nombre donné. 


Théorème d’ Euler sur les conditions nécessaires pour déterminer l'intégrale su 
d’une fonction u de x. — Analogie des différences avec les puissances. 


565. La différentielle d'une variable d'une fonction pouvant étre représentée par l'expres- 
sion udx, dans laquelle # est une fonction de x, si l’on nomme 3 l'intégrale de celte expression, 
on aura 

s= udr.. (71); 
et comme z, en vertu de cette équation, ne peut être qu'une fonction de x, si nous donnons à x 
l'accroissement %, nous aurons, par pi théorème de Taylor, 
dz kè _ dz h 
i az MIS : 
+ DE Ar TE AA 
nous tirerons de là 
P dz SW E y 
et is" t dota T a Taa ei 
et en observant que 3’ — 3 pee autre chose que la différence Az, nous aurons 
d'z À d’z 
im Eh EHHIS di 153 tee . (72); 
intégrant êt regardant Æ comme une constante que l'on peut mettre en dehors du signe d’intégra- 
tion, nous obtiendrons 
he ds, 2 
1=8 is tia de Tias ET Hele... no 
Cela posé, l’équation (71) nous Le 
dz dz _du dz d'u 
s= udt m a a do de Vi 
mettant ces valeurs dans Péquation (75), nous aurons 
h du A d'u 
nn VC al T I : aa T A 
nous tirerons de cette ui 
A z du ON 
1.2 “dx 1.2.3 “dr 
ou en replaçant (*) la constante : sous le signe Z, 


sou z/udx — 


{*) Ce qui me dirige ici lorsque, contre l'usage, je transporte une constante sous le signe d’inté- 
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1 1 du 1 d'u 
Su= = fudx — — $ h — — W — s... (74). 
u 2 /udx 13 2 ra h T25 2 Ir A etc (74) 
: PRE To, © 
Si, dans cette équation, nous prenons pour «œ la fonction FFE il faudra changer... 


RE > en si etc., et nous aurons, en faisant passer de nouveau sous le signe E 
dd dar te us F p e sig 3 


du 14 t du 1 du 

dr RU 55 qu À — 198 À qui — UC 

remplaçant /du par u, et pour nous débarrasser du diviseur qui affecte fdu, multipliant par 4 que 
nous ferons passer sous les signes d'intégration, nous aurons 


du CA du E gE 
EG h =u— I3 i — 133 Z īp” — etc... (75); 


du du d'u 


du du 
changeant dans cette équation w en —, et par conséquent FF PE pr 


Ta dx” dz en dz” etc., nous 
obtiendrons 
du du ‘i d'u 1 
D dat RL Et 123 sp, ete., 
multipliant par %, qu'on fera passer sous le signe X, on trouvera 
d'w du 1 d'u > 
Ms -. pa á 
I Fr h CA h 13 I īp’ I 4 125 z TE a, etc... (76). 
566. Par un procédé analogue, on obtiendra ensuite 
d'u d'u 1 z% 1 d'u 
EL P= S ám I ar aa pie ‘js v 
dan a a a a — de 
di 1 „d'u 1 ke 
= =e- Dr —ete. | 
etc. elc, etc. etc. 


Écrivons les équations ga et (75) de cette manière abrégée, 
Su} Judzx + termes en 2x su z en £ de h’, etc.... (78), 
du 


3 FE z= = u + termes en = H h, en 2 = U iy, etc... (79). 
Nous pourrons, à l'aide de l'équation (79), éliminer X a h de l'équation (78) et obtenir ce 
résultat, 
u=! = , Juda + termes en u, en 27 X re, en ET Ah, etc. 


gration, c'est que & entrant de la même manière que = , dans le développement de Zu, j'entre- 


vois que À se trouvera élevé, dans ce développement, aux mêmes puissances que le sera A Par 


conséquent, lorsqu'on aura prouvé, comme on va le faire, que le dételoppement de Z renferme 
du ay neu : 

une suite de termes en BUT ns etc., il en résultera que ces termes seront multipliés 

respectivement par 4, par 4°, par #°, etc., c’est-à-dire donneront lieu à une suite de cette forme 


MUR HN TE X mge m, etc. 
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L'équation (76), dans laquelle les intégrales du second membre ne commencent qu’à partir du 


Fe : g i du i TER : 
troisième ordre, servira ensuite à éliminer £ FF l; et en continuant ainsi on obtiendra une 


équation dont le premier terme sera grei et qui, étant une fonction des quantités non élimi- 


d? d'u 
nées u, = hħ, m E3 Is h?, etc., et des fonctions numériques, devra être de la forme, 


1 du d'u i 
Zu > Jude + Au 4+ B Te h+C in h + etc... (80). 


567. Pour déterminer les coefficiens A, B, C, etc., supposons v = €*, nous aurons, arl. 39, 
du = des = e*dx.….. (81), 

et par conséquent, 

du d'u d'u 

e — os, re et Jr = er, elc... (82). 
Substituant ces valeurs et celles de u, dans l'équation (80), nous trouverons 

1 
3e’ = A Jerdx + Aer + Bhet + Cher + ete., 


et comme la première des équations (82) nous donne /e*dx = u et que équivaut à e*, par hy- 
pothèse, on aura . 


Ier = a + Ae? + Bher + Cher + étc... (83). 


Le premier membre de cette équation peut se mettre sous une autre forme. En effet, nous avons 
trouvé, art. 521, que la différence de a” était 
Ax 
åa = af (a —1); 
dans le cas présent, nons avons 
Ax=h l anme; 
par conséquent, 
Aet —es (eh — 1); 
intégrant, on obtient 
et = er (eh —1); 
et comme e* — 1 est un facteur constant, nous pouvons le mettre en dehors du signe X, ce qui 
nous donnera, en mettant le premier membre à la place du second, 
(eh — 1) Ie = er, 
d'où nous tirerons 
er 
ze’ En ex À 
Substituant cette valeur dans l'équation (83), e* disparaîtra comme facteur commun, et en trans- 
posant le premier terme du second membre, il restera 


er os LS A + Bh + CA? + ete... (84) ; 


et l'on voit que les coefficiens A, B, C, ete., de l'équation (80), ne sont autre chose que les termes 
qui multiplient les puissances de 2 dans le développement de 
1 1 
AT  » 
suivant les puissances ascendantes de A. 
Ce beau théorème appartient à Euler, et, comme le montre l'équation (80), fait dépendre l’inté- 
grale Zu de udr, ainsi que des coefficiens différentiels 
du du d'u 
de da? dx” 
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568. Pour déterminer les coefficiens A, B, C, D, ete., cherchons préliminairement le développe- 
ment de eh, Pour cela nous avons vu, art. 58, pages 19 et 20, qu’on avait 
Az Arge Ag? 
a =1 + FT -L Ee + 123 + etc... (85), 
1 
et que A, d’après l'équation 26 de la page 20, était égal à ana Par conséquent, lorsqu'on prend 


a = e, la constante A se réduisant à l'unité, l'équation (85) se change en 


i r z? xí 
e=1 +e tHig tiaa t Tasa Tt le (86), 
et en faisant x = A, l'équation (86) devient 


eh—=1+A2+ li + +. + etc... (87). 
1.2 * 1.2.3 
Cela posé, l'équation (84) nous donne, en faisant évanouir les dénominateurs, et en transposant 
eh — 1 dans le second membre, 


h= eh — 1 + (eh —1) h (A+ BA + CA? + DA + ete.), 
ou 


h= {eh —1) (1 + A4 + BA? + CA + DA + etc.); 
mettant dans ce résultat la valeur de e* — 1, donnée par l'équation {87), on aura 
k° h? hi 
= Fr pr P 3 
ir ( h+tistiss tros +ete.) (RME DAT OP: où) 


ou, en exécutant les opérations indiquées, 

A= h+ AR + BA + Ch + DAS + etc. 

Le h? hå h’ 
+istAis +B;:35 +C iz + etc. 

L hå h° 
+ 23 + À 33 + B 33 + etc. 

hí h5 
Vars TA T i: 

hë 
Taa e 


+ ete., etc. 
Cette équation ayant lieu quel que soit 4, nous égalerons à zéro les coefficiens des mèmes puis- 
sances de %4 (voyez la note sixième), ce qui nous fournira les équations 


1 
A + x nd 


A 1 
B tistag = 


B A 1 
C+ististiss— 
C B A 1 
D+ atas tasat assis 
ces équations nous donneront 
1 1 OS Un: 
= B= C= 0, = — 53543856 a 


559. Nous terminerons cette matière par l'analogie qui existe entre les différences et les puis- 
x du : 
santes. Pour cela, si, dans l'équation (86), on fait x = Tz h, on trouvera, en transposant l'unité 


daps le premier membre, 


dx du À | du? h du k’ 
= iri Tar 107 ga iag t eee (88). 
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Or, u étant une fonction de æ, l'équation (72), qui a lieu pour la fonction z de x, nous dome 
en changeant z en w, 
du x dur n° 
au= CF E ile mi 15 td 12. yaz + ec. . (89). 
En comparant entre eux les 264 membres des équations (88) et (89), on verra que l'on peut 
les déduire l’un de l'autre, en changeant du? en d'u, du’ en d'u, etc.; par conséquent, on pourra 
écrire 


Au =e — 1... (90), 


x 
pourvu que dans le développement de € on transporte à la caractéristique d les exposans qui 


' 


u 
affectent les diverses puissances de s, 


570. Sous cette même condition, vn a encore 


(Fal pa A 
ya 0 
Any = Ki as 6) (91). 


Pour le démontrer, cherchons le développement de A”wu, et commençons par déterminer celui 
de A’u. Or, puisqu'on a en général 

fre, fe  w 

le += 2 + hu ra tour past eei 
si nous changeons fx en Ax, et que nous appelions Au, ce que devient Au lorsque x se change en 
æ + h, nous trouverons 
= d'Au W — PAu W 
u, — Bu où A’u per h + — RTA ait a TS 33 teil ; (92). 
mais A étant constant, l'équation (89) nous donne par la différentiation 
d'u du hè diu w 
nent A E TENUE TE XX be 


red diu Wœ d'u h? 


dur t iris Ir 123 + h 
substituant ces valeurs dans Péquation (92), nous obtiendrons un développement de la forme 
s du h’ du h? diu hå 
du gai tapis T A Aa a? 


et, en général, on trouvera par ce même procédé, pour le premier membre de l'équation (94), un 
développement de cette forme 


au TN jo La pute + BE pots + ele. (93 
u Fr a" + Es À + dr etc... (93). 
Si nous élevons ensuite chacun des deux membres de l'équation (88) à la puissance n, nous trou- 


du n 
verons que le brins de as —1 a) est de la forme 


hrt: "aid Arte . 
CH" hn me- us + B dr etc. ; 


et nous verrons qu’il est identique à celui pi l'équation (93), pourvu qu'on transporte les exposans 
de u à la caractéristique. Moyennant cette condition, l'équation (91) sera donc démontrée. 


571. On peut même se dispenser de remplir cette condilion en écrivant ainsi les équations (90) 


et (91), i 
h e f 
(a (st y 
âu = \e — J/u, A'u—=\e — 17 u... (94); 
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et en convenant que jusqu’à la fin de l'opération indiquée par l'une des équations (94), la caracté- 
ristique d, séparée de la variable qu’elle accompagne toujours, sera traitée comme une quantité 
algébrique. 

d 


5 d A 
En effet, supprimant momentanément v, si nous développonse , et que nous mettions 


d 4 
is h, àla place de x dans l'équation (86), nous aurons, en transposant l'unité dans le premier 


membre, 
| is % a CO 
e = 1 ea jdn a 
ds tt arts tamis t ete- 

Effectuant ensuite la multiplication, indiquée par «, dans la première des équations (94), on trou- 
vera à la fin de l'opération, 

du d'u 7 d'u h 

dx dæ 1.2 dx 1.2.5 
ce qui est le développement de Az (voyez l'équation 89), exécuté sans transposition d'exposans. 

Ce que nous disons de la première des équations (94) s'applique à la seconde. 


etc. ; 


FIN DU CALCUL DES DIFFÉRENCES. 
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CALCUL 


DES VARIATIONS. 


Du calcul des variations. 
Principes fondamentaux de ce calcul. 


106. 573. Si un point M, fig. 106, pris sur une courbe ou surface courbe, est 
transporté en N, l'ordonnée y — PM, qui détermine ce point M, recevra un 
accroissement MN qu’on nomme la variation de y. 


107. 574. Par exemple, lorsque la courbe BC, fig. 107, change d'inflexion et 
devient Bc, la variation de l’ordonnée PM sera Mn; et la même abscisse AP 
appartiendra à l'ordonnée primitive PM et à l’ordonnée Pnr ainsi accrue de la 

107. variation, Enfin, si l'ordonnée PM, fig. 107, en se prolongeant, rencontre d’au- 
tres courbes Bc, Be’, Be”, etc.; les parties interceptés Mn, Mn’, Mn”, etc., seront 
les variations dont cette ordonnée s'accroitra successivement. 


575. On peut remarquer que ce qui distingue une variation d'une diffé- 

108. rence, c’est que nous changeons de courbe lorsque l’ordonnée PM, fig. 108, 

reçoit une variation MN ; tandis que nous restons sur la même courbe lorsque 

l’'ordonnée PM, devenant P'M’, s'accroît d'une différence M'Q, qui, comme on 

l'a vu, art. 517, se change en différentielle dans le cas où cette différence est 
infiniment petite. 


576. Dans ce qui vasuivre, nous conserverons la notation dy pour exprimer 

108. la différentielle de PM=y, fig. 108, et nous emploierons la caractéristique D 

pour exprimer la différence finie M'Q—Dy, dont s'accroît une ordonnée; et 

nous désignerons par ây la variation MN de y, et par èy cette variation lors- 
qu’elle deviendra infiniment petite. 


577. D'après ce qui précède, une variation ayant done lieu lorsqu'on passe 
d’une courbe à l’autre, cela peut arriver de différentes manières. Par exemple, 
109. si dans la parabole CBD, fig. 109, dont l'équation est 
y—=b+ax..…. (1), 
la constante a devient a’, la courbe se rétrécira ou s'élargira, suivant que a 
sera plus grand ou moindre que a (*). 


109. (*) I est facile de s’en convaincre ; car si, pour une même abscisse AP = x, fig. 109, a augmente, 
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578. Si, au contraire, la constante b de l'équation (1) variait seule, cette 
constante ne ferait que changer la position de la courbe en la transportant, 
fig. 110, de CBD en C’B'D', ou en C”B”D”. Fig. 110, 


579. En général, on voit que lorsqu'une courbe est transportée dans l'es- 
pace, les coordonnées de l'origine qui entrent comme constantes dans son 
équation changent de valeur; d'où il suit que c'est encore par la variation 
des constantes qu’une courbe change de position. Aussi les géomètres sont-ils 
en usage d’affecter la caractéristique aux différentielles qui se rapportent à 
des points de l’espace, différentielles qui, comme on le voit, ne sont autre 
chose que des variations, et de donner la caractéristique d aux différentielles 
qui se rapportent à des points pris sur une courbe ou sur une surface courbe, 
et en général à tout système de points composant un solide ou le terminant. 


580. La constante qui, par sa variation, a donné celle de y, était en évi- 
dence dans l'équation (1); mais le plus souvent cette constante ne parait pas 
même dans l'équation de la courbe. 

Prenons pour exemple l'équation 

(y br — a) = er La... (2), 
qui est celle d’une parabole représentée par la fig. 111 (*), et supposons que Fig. 111. 
l’on fasse varier le paramètre, la courbe écartera ses branches plus ou moins. 
Or, le paramètre n’est ni a, ni b, nie, mais est une fonction de ces constantes 
(voyez ma Théorie des Courbes (**) page 247); d'où il suit que dans la parabole 
mème la constante qui varie n'est pas toujours une de celles que renferme son 
équation. 

Nous verrons bientôt qu’on peut se dispenser de connaitre cette constante, 
et qu'il suffit de déterminer les coordonnées sur lesquelles elle porte son in- 
fluence. 


581. Soit maintenant V une fonction des variables x et y, et de leurs coeffi- 
A eA Oa 


l'équation (1)montre que l’ordonnée s'augmente aussi. Cette ordonnée PM, devenant PN, appartient 
nécessairement à une parabole EBN moins évasée que la parabole CBM. 

( En effet, faisant v=o, y a deux valeurs qui déterminent les points B et C; faisant ensuite 
> 0, ou trouve les abscisses AD et AE, ce qui annonce que la courbe passe encore par les points 
D et E; nous voyons de plus qu’elle ne peut s'étendre indéfiniment dans le sens des x négatifs; car 
l'équation (2) nous donnant 

J=a—-bx Eve x+2e, 
si l'on y remplace x par — +, la valeur de y deviendrait imaginaire lorsque e?x surpasserait 2a?, 
Cette courbe ne peut donc être située que comme nous l'avons représentée, fig. 111. Elle est une Fig, 111. 
parabole, parce que si l'on développe le carré du premier membre de l'équation (2), il est manifeste 
que le carré du coefficient 2b de xy sera égal à quatre fois le produit des cocfficiens de x? et de y?, 
ce qui est le caractère de la parabole. (Théorie des courbes du second ordre, page 87. ) 

(**) I n’est point venu à ma connaissance qu'avant la publication de l'ouvrage cité, on eût assi- 

gné la forme de cette fonction. 
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Fig. 112. ciens différentiels; nous pourrons regarder V comme l'ordonnée PM, fig. 112, 
d'une courbe située dans l’espace, qui aurait x et y pour ses autres coordon- 
nées. Supposons que l’on passe de l’ordonnée PM =V à une autre ordonnée 
PM’, la différence M'r de ces ordonnées sera en général une quantité finie 
que, conformément à l'art. 576, nous représenterons par DV (*); nous aurons 
donc 

P'M—=PM—EMr, 
ou 
V'=Y+DY. 

Cela posé, supposons que, par la variation de la courbe MM’, les ordonnées 
PM et P'M' deviennent PN et P'N'; si, art. 576, nous nous servons de la carac- 
téristique a pour indiquer l'accroissement dû à la variation, et que par con- 
séquent nous représentions par AV et AV’ les variations MN et M'N’, nous aurons 

PN=V—+ av, PN’ =V- AV... (8); 

mettant dans cette dernière équation V-L DV à la place de V’, nous trouverons 

PIN =V -DV -a (VE DV). 
D'une autre part, on peut regarder PN et P'N’ comme les ordonnées d’une 
certaine courbe NN’ qui passerait par les points N et N’; et de mème que dans 
la courbe MM’, y devient y ~- Dy lorsqu'on passe de MP à M'P, de mème PN ou 
V—- 4V se changera en 

V—-av-Lp(V-Lav), 

lorsqu'on passera de PN à P’N' dans la courbe NN’. On aura done encore 

PIN'=V-LAV-LD(V AV), 
comparant ces deux valeurs de P'N’, on trouvera 

VDV- a (V DV) = V + 4V +D (Va). 
Effectuant les opérations indiquées par les parenthèses, et réduisant, il restera 
| ADV—DAV.... (4), 

ce qui nous apprend que la variation de la différence d’une fonction V est égale 
à la différence de la variation de cette fonction. 


582. Dans le cas où, au lieu de V= f(x, y), nous aurions y = fr, la courbe M M’ 
deviendrait une courbe plane; et alors on regarderait l'ordonnée PM comme 
une fonction y de v. La démonstration étant la même, dans cette hypothèse 
on trouverait 

ADy— Day... (5). 

583. Dans cette démonstration, nous regarderons la variation AV et la diffé- 

rence DV comme des quantités finies; mais les équations (4) et (5) ne subsis- 


(*) Nous supposons cette différence positive dans la courbe, fig. 112 ; maisil est évident que cette 
différence Mr serait négative, fig. 113, si l'ordonnée P'M=— V, au lieu d'être plus grande que PM, 
était moindre. 
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tent pas moins si AV et DV sont des quantités infiniment petites. Adoptant pour 
ce cas, art. 576, les caractéristiques à et d, les équations (4) et (5) deviendront 
é&dV —dèV.... (6), 
dy —=diy... (1). 


584. Jusqu'à présent nous n'avons attribué des variations qu'à y, et en cela 
nous nous accordons avec cette observation de Lagrange : Dans les différentiu- 
tions par è, il faut regarder comme constante la variable dont la différentielle a été 
prise pour constante. Ainsi, dans l'hypothèse la plus fréquente où cette diffé- 
rentielle est dx, il s'ensuit que v doit être regardé comme constant quand on 
prend les variations. Et en effet, nous avons vu que la même abscisse AP, 
fig. 107, répondait à diverses valeurs PM, Pn, Pr’, Pr”, etc., de l’ordonnée. Fig. 107. 
Cependant, Lagrange sembla se mettre lui-même en contradiction avec les 
paroles que nous venons de citer, lorsque, dans les Mémoires de ? Académie de 
Turin, année 1759, il donna, sans en expliquer la raison, des variations aussi 
bien à x qu’à y. Ce changement important dans la marche qu'avaient suivie 
jusqu'alors les géomètres, fit faire un grand pas à cette partie de l'analyse et 
en changea absolument la face; mais cela nécessitait encore plus de démon- 
trer sur quoi se fondait le procédé de Lagrange. Prétendre que l’on donne par 
là plus de généralité à la méthode, ce serait éluder la difficulté, qu'on ne peut 
lever qu'en montrant de quelle manière la position des plans coordonnés dé- 
termine x à recevoir des variations aussi bien que y. Pour cela, nous ferons 
préliminairement remarquer que, dansle cas de l'art. 574, les variations étaient 
supposées perpendiculaires au plan des x, y; mais quelle que soit la cause 
qui produise ces variations, on voit qu’elle ne dépend pas de notre volonté, et 
qu'il en est de même de la fixation des plans coordonnés, qui peut être subor- 
donnée à certaines conditions du problème, et même avoir été déterminée 
avant que les points de la courbe aient changé de place. 

Il suit de là que dès qu'entre mille positions différentes que peut prendre la 
direction de la variation qui affecte un point M, il n'y en a qu’une où elle soit 
perpendiculaire au plan des x, y, nous devons, en thèse générale, regarder 
cette variation comme inclinée à ce plan. Cela posé, nous allons démontrer 
que, dans ce cas, non-seulement y, en variant, fera varier x, mais que leurs 
variations dépendront encore l’une de l’autre. 

Pour cet effet, soit MN, fig. 114, la variation qu'aura reçue le point M d'une Fig. 114. 
courbe, et imaginons qu’un plan y'Az’, auquel la direction de MN était per- 
pendiculaire, passe par l'origine des coordonnées : ce plan ayant une position 
différente de celle de yAx, MN sera donc ineliné à ce dernier; d'où il suit que 
lorsque le point M sera transporté en N, les coordonnées AL, LP et PM devien- 
dront AH, HQ et QN, et s’accroitront des différences LH, QR et NI; ce qui 
montre évidemment que quand une ordonnée MP — V subit une variation, il en 
doit être de même des coordonnées AL — + et LP — y. 

ÉLÉMENS DE CALCUL DIFFÉRENTIEL.. 40 
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585. Il s’agit maintenant de démontrer la dépendance qui existe entre les 
variations de ces coordonnées. 

Pour cela, soit toujours, fig. 114, MN la variation qu'aura reçue le point M 
perpendiculairement à un plan yAr ; menons par ce point M la perpendicu- 
laire MP au plan donné des x, y, et prolongeons PM jusqu’en S; il s'ensuit que 
l'angle SMN formé par deux perpendiculaires MS et MN aux plans yAx et y'Ax’, 
en mesurera l'inclinaison, et que ces plans se confondront lorsque l'angle SMN 
sera nul. Cela posé, menons les perpendiculaires MI et NS sur la direction des 
ordonnées MP et NQ, le triangle MSN sera rectangle en S ; et comme l'angle 
SMN, qui mesure l’inclinaison des plans, est déterminé, il suffira que l’on nous 
donne, dans le triangle MSN, le côté SM pour que le côté SN— MI en résulte. 


Or, SM—NI=NQ—MP=—AV, et SN= PQ; 


et comme PQ détermine la différence LH— AH — AL = Av, on voit que Ar dé- 
pend immédiatement de 4V, et qu’il en est de même de Ay à l'égard de Ar. 


586. Lorsqu'on passe des différences aux différentielles, la même dépen- 
dance aura donc lieu entre ôv et òy, ce qui est bien différent de ce que l’on 
remarque dans le calcul différentiel, où, lorsque V est déterminé à l’aide des 
coordonnées x et y, ces coordonnées pouvant varier chacune séparément, il 
n'y a en général aucune dépendance entre dx et dy. 


587. Examinons maintenant comment se modifient les théorèmes démon- 
trés art. 581 et 582, lorsque les variations ont des directions inclinées aux 
plans des x, y, et où par conséquent le point M, fig. 115, pour arriver en N, 
ne suit pas la direction du prolongement de l’ordonnée PM, comme le suppo- 
saient les démonstrations des art, 581, 582 et 583, 

Dans ce cas, le point M, parvenu en N, aura recu un accroissement d'or- 
donnée qui sera exprimé par la différence QN — PM : nous aurons donc 


variation de PM ou AY—QN —PM.... (8). 


D'un autre côté, l’ordonnée PM de la courbe primitive, lorsqu'elle devien- 
dra PM’, s'accroiîtra d’une différence que nous représenterons par 
DV—P'M —PM.... (9). 
Nous déduirons de cette équation 
ADV = variation de P'M' — variation de PM... (10). 


Il s'agit de démontrer que cette quantité est égale à DAV. Pour cela, nous 
voyons, par l'équation (10), qu'il faut d'abord déterminer la variation de PM’. 
Or, cette variation se trouve en supposant qu'après qu’elle a transporté M’ en 
un certain lieu N’, on prenne la différence des ordonnées de ces points. On 
aura, de la sorte, 


variation de PM —Q'N'— P'M'; 
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et, comme le prescrit l'équation (10), retranchant de cette variation celle de 
PM, donnée équation (8), nous trouverons 
ADV =Q'N' — P'M'— (QN — PM), 
ou plutòt 
ADY =Q'N'— P'M'— QN- PM.... (11). 
D'un autre côté nous avons 
différence de QN—Q'N —QN; 
et en mettant la valeur de QN, tirée de l'équation (8), dans taquelle on rempla- 
cera PM par V, on aura 
D (V—-AV)—Q'N'—QN, 
retranchant de cette équation celle-ci : 
DY —=P'M' — PM, 
il restera, après avoir réduit, 
DAV=Q'N'— QN — P'MLPM.... (12). 
Les seconds membres des équations (11) et (12) étant égaux, il en résulte 
ADV— DAV... (13). 
Si l’on passe aux limites, ou, ce qui est la même chose, aux infiniment petits, 
on aura donc encore 
dV=diV.... (14), 
équation qui nous fournit encore celles-ci : 
Sdy=—dôy, odr—dèr.…. (18). 


588. Les équations (13), (14) et (15) ont un degré de généralité que nous 
n'attribuons pas aux équations (4), (5), (6) et (7); car elles supposent, comme 
l'admettait Lagrange , que la variable x, renfermée dans V, est une quantité 


dont on peut prendre la variation tout aussi bien que celle de y comprise éga- 
lement dans Vi 


589. Les équations (14) et (15) vont maintenant nous servir à modifier con- 
venablement les formules qui contiennent des différentielles et des variations; 
car les formules qui ne contiendraient que des variations ne diffèrent pas des 
différentielles. Aussi, comme le dit Lagrange, le calcul des variations a-t-il 
pour but de différentier sous un nouveau point de vue des quantités qui ont été 
différentiées sous un autre. C’est ce que l’on sentira, si l'on fait attention que 
déterminer la variation d’une fonction V de y, se réduit à trouver l’accroisse- 
ment de cette fonction lorsque ys'augmente de la quantité infiniment petite 2y; 
il est évident que cette question doit conduire aux mêmes règles que celles. 
que l’on emploie pour obtenir les différentielles ordinaires. 


590. Par exemple, si l’on voulait avoir la variation de 
V=a+-ny : 
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nommant V’ ce que devient V lorsque y s'accroît de la quantité infiniment pe- 
tite ĉy, on aurait 
V'= an (y?y? 
d’où l'on déduirait 
V'—V ou V=2ny?y -H ney’; 
passant à la limite, ou, ce qui revient au même, effaçant le terme nòy’, qui, 
étant un infiniment petit du second ordre, doit être supprimé à côté du terme 
2nyĉy, art. 230, il resterait pour la variation cherchée 
SN —2n dy, 

et l'on voit que le procédé est absolument le même que celui qui déterminerait 
la différentielle de V, qu’on sait être 

dV = 2nydy. 


591. En général, pour trouver la variation d'une fonction V, dont la diffé- 
rentielle est 
dV —Mdz -Ndy -}- Pdp -+ Qdq -+ ete... (16), 
il suffira de changer la caractéristique d en 3, ce qui donnera 


ôV —Mèx -+ Noy +-Pèp+-Qg—etc..… (17). 
Nous pouvons même remplacer M, N, P, Q, etc., par les coefficiens différen- 
tiels que ces lettres représentent, et nous aurons 


dv dv dv dv 
V = — 92 | —5 em À — à Boks è 
ôy 7 HT DUT (18) 


592. Nous ne changeons pas dy en òy dans les coefliciens différentiels; car 
l'un de ces coeficiens différentiels, le premier, par exemple, étant le quotient 
de Mdv par dv, on doit avoir M pour résultat, tout aussi bien que si l’on divi- 
sait Môv par ôv; il en est de même des autres. Aussi les coefficiens différen- 


., dV dv dv ; , 
tiels de dé dp' etc., ne renferment-ils dx, dy, dp, qu’en apparence, et ne 


sont-ils dans le fond que de véritables fonctions de y, de p, de q, etc. 


593. Remarquons que, quoique les variations soient des différentielles d’un 
genre particulier, il ne faut pas croire que òv soit à l'égard de ôy ce que dx est 
à l'égard de dy. En effet, on choisit ordinairement dx pour variable indépen- 
dante, etl'on ne peut faire la même chose à l'égard de dx, car nous avons 
vu, art. 586, que èv dépendait de y. Aussi la variable indépendante qui dé- 
termine l'accroissement de y n’est pas x, mais la constante, qui devient varia- 
ble lorsque les points de la courbe changent de position. L'hypothèse de 
différentiation est donc différente. Par exemple, si l’on a l'équation 

by =a? 
et qu'en supposant x constant et a variable, on cherche le coefficient différen- 
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tiel, nous trouverons, en désignant par l'accroissement de a, 
=. = b o lar, h, 
accroissement dea k M S T b3 k; 


si, au contraire, regardant a comme constant, on fait varier seulement x, dont 
nous représenterons l'accroissement par k, on a 


vA 
accroissement dex h bd b 


La première hypothèse appartient à la courbe variée, et la seconde à la courbe 
primitive; et l’on voit qu’en passant à la limite, on obtient 


dy ar dy Jar? 

dd D P’ ? 
ce qui montre évidemment que la variable indépendante, dans le cas que 
nous considérons, loin d'être 2x, est ĉa ; mais lorsque nous déterminons la va- 
riation d'une fonction V de y, nous n’examinons pas si y varie par l’accroisse- 
ment que recoit z, ou par celui que recoit une constante; aussi le procédé 
qui détermine la variation est-il le même que celui qui sert à différentier. 


594. Cependant, on se tromperait bien si, parce que àv, dy, °p, etc., entrent 
dans V comme dx, dy, dp, etc., entrent dans dV, on concluait que ôV est égal 
à dV. Ce qui établit une différence entre ces expressions, c’est qu’on ne saurait 
assimiler 2x, y, dp, etc., dont se compose la première, aux différentielles dr, 
dy, dp, ete., qui constituent la seconde. En effet, ôv, ôy, ĉp, ete., d'après ce 
qui précède, comportant une autre variable indépendante que celle qui a lieu 
pour les différentielles dx, dy, dp, etc., il en résulte qu'on doit être conduit, 
par des hypothèses différentes de différentiation, à des résultats différens. 
Aussi, lorsqu'une formule contient à la fois des différentielles et des variations, 
nous ne devons point confondre ces deux sortes de quantités; dans le cas où 
une semblable formule a lieu, le théorème de l’art. 581 devient applicable, et 
nous allons voir qu'il suffit pour établir une différence entre les résultats ame- 
nés par le Calcul des variations et ceux qui nous sont fournis par le Calcul 
différentiel. 

Cherchons, par exemple, la variation de la formule 


p=% 


de 


Pour cet effet, on déterminera la variation par la règle des fractions, donnée 
art. 16, et nous obtiendrons 


3, — rôdy — dyôdr _ dy A pèdæ 
fais de de dr ’ 
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transposant les signes, ainsi que les équations (15), art. 587, en donnent le 
droit, on aura pour la variation de p 


N dèy dèr 
p= (19). 
En cherchant ensuite la variation des formules 
— $. r= z$ 
dx dx 


on trouverait de même 


PER drèòdp — dpòdv EE drèdg — + 


dx? i dz’ 
en dp dq - 
effectuant la division et remplaçant ET et T z par ge par r, on trouverait 
ôdp odæ A dèr 
ôq = —= — =— — 
ds... Tdr’ de ” de? 
et en transposant les signes, 
de dà: dà à 
ëq = | LC te EEE (20). 


Remarquons que la formule (17) ne ressemble à la formule (16), dont elle a 
été déduite, que parce qu'on n'a pas mis en évidence les différentielles renfer- 
mées implicitement dans les fonctions p, q, r, ete.; mais si nous remplacons. 
òp, °q et òr, par les valeurs que fournissent les équations (19) et (20), et que 
nous rassemblions d’une part les termes positifs et de l’autre les termes néga- 
tifs, nous trouverons 


> ` N à 
OV Mort Noyt (Pd5y + Qdèp +-Rdig-L ete.) — + (Pp + Qq + Rr, etc.). 
Lorsque y seul recoit des variations, cette dires se réduit à 

= niy ES Q PER ete... (21); 


et comme en transposant les caractéristiques, on obtient 
dép Pa òd. 2d.dy dry 


dr “dre dr?’ 
“4 ôd. dy _ d'y 
dr de Pri j 


on aura, en substituant ces valeurs dans l'équation (21), 
av=Nay +P + 0 — Le +R TY + ete. 


595. Appliquons maintenant la formule (19) à la recherche de la variation 
de la sous-tangente. Pour cet effet, si dans l'expression de la sous-tangente 
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dx Ale - va z 
qui, art. 71, esty Ty nous éliminons le coefficient différentiel au moyen de 
` ay 


dv 
tion par la règle des fractions, art. 16, nous trouverons 
$ èy yp, 
P ? 
mettant dans cette équation la valeur de òp, donnée par l'équation (19), nous 
trouverons ; 


abd 3 
l'équation  — , nous aurons Y ponr cette sous-tangente; prenant la varia- 
q P P P 8 5 P 


ò sous-tangente = 


èy ydèy | ydèr, 
p pdr’ pdo’ 


ò sous -tangente = 


remplaçant p par sa valeur A nous obtiendrons 
E oni _dz fo ydx dé LI dès 
ò sous-tangèn Me dy — dy y- E mia 


596. Le théorème renfermé dans l'équation (14), art. 587, qui seul jusqu’à 
présent nous a servi à établir une différence entre les résultats fournis par la 
différentiation et ceux qui sont donnés par le calcul des variations, va nous 
offrir encore des corollaires très remarquables, En effet, si dans l'équation (14), 
page 315, on change V en dV, on aura 
èd’ V = dzd V $ 

transposant la caractéristique du second membre, on obtiendra 
d V= daN, 

Par des procédés analogues, on parviendrait à cette équation générale 
èd”Y =d"3V. 


597. La même équation (14) va nous conduire à un théorème non moins 
important, Pour cela, si nous représentons par U une certaine fonction de +, 
de y, de dx, de d?x, de dr, etc., de dy, de d’y, de dy, etc., et que nous appe- 
lions V l'intégrale de cette fonction, nous trouverons 

JU=¥... (22); 
différentiant, il viendra 
Udy. 

et, par conséquent, 

ôU — dV 5 
transposant la caractéristique du second membre, en vertu de l'équation (14), 
on trouvera 

SU— dV ; 
intégrant, il viendra 

SSU=ANY ; 
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éliminant V au moyen de l'équation (22), on obtiendra enfin 

SIU—EfSU... (23) (*; 
ce qui nous apprend que l'intégrale de la variation d’une fonction est égale à 
la variation de cette intégrale. 


598. On peut déduire de ce théorème un autre qui lui est analogue pour 


les intégrales doubles. 
En effet, si nous supposons 


U 
SP = ff); 


et en transposant les signes / et ô, art. 599, on obtiendra 


SS= f>. 
SIF = SSP; 


l'équation (23) nous donnera 


On trouvera de même 


ainsi de suite. 


#99. Les théorèmes démontrés dans les articles 597 et 598 nous offrent de 
nouveaux principes que nous pouvons maintenant employer simultanément 
avec celui que renferment les équations (15), page 315 (c'est ce que nous allons 
faire en cherchant quelle est la variation de la formule intégrale indéfinie /'U, 
dans laquelle U est une fonction de x, de y et des différentielles dx, dx, 
dr, etc., dy, d°y, d'y, ete. Pour cet effet, supposons qu'on ait trouvé par les 
procédés du caleul différentiel 


dU = mdr -+ ndr -+ pëe + qdir -+ etc. 

-+ Mdy + Nd’y ~- Pdy + Qdiy -+ ete. 
Nous pouvons regarder cette équation comme provenant de celle d’un ordre 
immédiatement inférieur, dont on voudrait prendre la variation. La dernière 

différentiation qui nous a fourni la valeur de dU, nous ayant donné 
dU = mdr -+ nd.dr + pd.d’r -+ gd.d'r 

— Mdy + Nd.dy + Pd.d’y + Qd.d‘y, 
et notre intention étant de faire rapporter cette dernière opération à une va- 
riation, nous avons séparé par un point sur la droite la caractéristique qui y 
est relative dans les termes qui, autres que mdr et Mdy, ont subi plusieurs 


(*) Le théorème renfermé dans cette équation a lieu également pour les différences finies. En 
effet, si dans l'équation (15), page 315, on fait DV = U, cette équation deviendra 
AU=DAV, 
intégrant, on aura 
ZAU= AV... (24); 
mais de l'équation DV = U, on tire 


Y=ZœU; 
substituant cette valeur dans l'équation (24), on obtiendra 
SAU— AZU. 
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différentiations, et alors, ainsi que nous l'avons fait, art. 591, pour l'équa- 
tion (16), changeant cette caractéristique en à, nous obtiendrons 
SU = mor + nôdz + pèd’r + gdr + ete. Le (25); 

-H Môy + Nôdy -+ Pady + Qad?y -+ etc. : 
intégrant et mettant ensuite, dans le premier membre de cette équation, la 
caractéristique 3 devant le signe d'intégration /, comme on en a le droit, 
art. 597, on aura 

aSU = fms +- fnòde 4- Spode + fqde + ete. ) (26) 

+ SMèy + SNèdy +- SPody +/0dy 4- ete. Jt 97 

Si dans le second terme, /n?dz, on transpose la caractéristique, et que l’on 
intègre ensuite par parties, art. 279, on trouvera d’abord 

JSndèr = nòs — foxdn. 

Pour faire subir la même opération au troisième terme, nous obtiendrons pré- 
liminairement, en transposant les signes du second membre, 

Sped’ z = fpd'èr, 
équation quon peut écrire ainsi : 

[pdz = /pd(diz), 
et en intégrant ensuite par parties, on trouvera 

Jpèd°x = pdòr — fdpdəx... (27). 

L'intégration par parties pouvant s'appliquer aussi à la dernière intégrale 
de cette équation, dans laquelle le double signe dẹ affecte v, nous aurons de 
même 

S'Apdèx — dpsx — fd’pèz ; 
substituant cette valeur dans l'équation (27), nous obtiendrons 
JSPIdx=pdèr — dpr- /d’pèr. 
Appliquant un même procédé aux intégrales /y?d?r, etc., nous continuerons 
à intégrer par parties jusqu'à ce que nous parvenions à une intégrale qui ne 
contienne plus de différentielles de x mélées à des intégrales, et nous 
trouverons 
Spr = qd'ôx — dgdèr + dga — fd'qêx, 
ainsi de suite. 
Opérant de même pour y, et réunissant d’une part les termes qui sont déli- 
vrés du signe /, et de l’autre ceux qui en sont affectés, on aura ce résultat 
SU = (n — dp + d4 — etc.) òx 
-+ (p — dq + ete.) dèr 
—- (q — ete.) das + ete. 
—- (N —dP + d'Q — etc.) ôy 
+ (P — dQ — ete.) dy 
+ (Q — etc.) d'ôy ete. 
-H /(m — dn + d'p — d?q -H ete.) èx 
— AM — dN + d'P — d'Q -H ete.) èy / 
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600. Par exemple, si l'on a 
gako LE 
Vy 
en écrivant ainsi cette équation 
1 
U=y dr -+-dy° X wiy 

on différentiera par la règle de l'art. 14, ense servant de la caractéristique 3 au 
lieu de d, et l’on aura 


U= y de +dy x kah d LÉ ay + dy (9); 
yI yY 
les valeurs des variations indiquées étant ensuite déterminées par les règles des 
n% 16 et 21, on trouvera 
al i 2drəòdv -+ 2dyody 

SRE Mr. dr” dy — m’ 

y” #2 déni a ce 2 /de + dy? 
mettant ces valeurs dans l'équation (29), et exécutant les opérations indiquées, 


on obtiendra 
Vds +dy 3ye} TIE drèdr (Lui me: in À 
` yY JE a+ 
faisant pour simplifier 
de + dy” = ds, 
cette valeur de 2U se Fr à 


à EM a de aih y > y 
ps" dy y ÉTAT, 


En comparant cette équation à la formule (25), on trouvera 


ds dr dy 
e n= <<, N = —-; 
YV y ds y ds y 
M—=0, p=0, q=0, P= 0, > Q=07 6t; 
et l’équation (28), réduite dans notre cas, à 


af U=n?r-4Nèy4/[— dns- (M— AN) èy], 
devient 


> fU 


JU ET y” 


a [e (a*t TA Ge) gi 


Cette manière de déterminer la variation de /U appartient à Lagrange ; 
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mais, quoique la marche de ses opérations soit assez simple, on peut trouver à 
son procédé l'inconvénient de confondre trop les quantités différentielles avec 
les quantités finies. Euler, qui donna au Calcul des variations une forme plus 
en concordance avec sa vraie métaphysique, remplaça U par la fonction Vdr, 
dans laquelle V est une fonction des variables x, y, et de leurs coefliciens 
différentiels successifs p, q, etc., et en trouva à peu près de la manière sui- 
vante la variation (*). 


601. On a d’abord, par le théorème renfermé dans l'équation (23), art. 597, 
2[Ndr = fo(Vdx)… (31); 
la variation de Vdr, indiquée dans le second membre de cette équation, se 
déterminera par le procédé de l'art. 14, et en cela nous agirons d’une manière 
entièrement conforme à l'hypothèse où l’on regarde ces variations comme des 
quantités infiniment petites ; car, dans cet art. 14, nous n’obtenons la diffé- 
rentielle d'un produit de deux valeurs qu'en nous bornant au premier terme 
de la différence, ou, ce qui est la même chose, en négligeant les termes en #, 
en Å, ete., du produit z y. Ainsi en déterminant la variation comme on le 
ferait pour un produit de deux variables, nous aurons 
Vdr — Vèdz +- dx?V ; 
et en transposant les signes ô et d, en vertu de l'équation (13), page 315, on 
trouvera 
(Vdr) = Vds + dréV. 
Au moyen de cette valeur, l'équation (31) deviendra 
2[Ndx = f'Vdôx + /drôV….. (32). 
Appliquant au premier terme du second membre de cette équation l'intégra- 
tion par parties, qui, comme conséquence de l'article 14, suppose encore 
que © affecte des quantités infiniment petites, ce premier terme deviendra 
SNdèx = Vôx — SAV àr ; 
cette valeur changera l'équation (32) en 
af Yde = Vèx + J'(dr5V — dVèr)... (33). 
Développons maintenant la quantité qui est entre les parenthèses : pour cela, 


nous aurons préliminairement 
dv dv dv dv dv 
d= dx à dy + d dp + ar dq + T dr, etc... (34); 
remplaçant les coefficiens différentiels par les lettres M, N, P, Q, etc., cette 
équation nous donnera 


dV = Mdr-+Ndy --Pdp -+Qdq -Rdr-} ete... (35). 


(*) Euler et Lagrange considéraient encore dans V d'autres variables », £, u, v, etc. ; c’est une 
hypothèse que nous examinerons bientôt, et nous verrons qu'elle ne complique pas la solution du 
problème. 
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Changeant la caractéristique den 3, nous obtiendrons pour la variation de V 
êV = M?s- Nôy -4 Pòp- Qg- Rôr ete. ; 
équation dans laquelle les fonctions M, N, P, Q, R, etc., des variables y, p, q, 
r, etc., sont les mêmes que dans l'équation précédente, art. 592. 
Substituant ces valeurs de ôV et de dV dans l'expression renfermée entre 
les parenthèses de l'équation (33), nous changerons cette expression en 
dæôV — dVòr — N(daëy — dyèr) 
-H P(dzèp — dpèx) 
-}- Q(dzrèg — dgèx) 
-+ R(drèr — drèx) + etc. ; 


. 


faisant dans ces équations 
dy=pdz,; dp—qdr, dg—rdr, dr—sdx, etc., 
nous aurons ` 
dæëV — dVôr = Ndx (òy — pòs) \ 
-+ Pdr (èp — qox) | 
4- Qdr (òg — rx) pesee (86). 
- Rdz (ôr — sûx) | 
etc. 
Soit 
ôy — pit = w... (37); 
et différentions en employant pour pôx le procédé de la différentiation des 
produits de deux variables, art. 14, nous trouverons 
dèy — pdèx — dpèx = do... (38); 
prenons ensuite, par le même procédé, la variation de 
dy = pdv, 
nous aurons 
ôdy = pèdx +- dròp; 
et en transposant les signes ° et d, 
dèy=pdèr— drèp.…. (39). 
Au moyen de cette valeur de dêy, nous convertirons l'équation (38) en 
drop — dpr do; 
remplaçant dp par gdr, cette équation deviendra 
dz (°p— qor —do, 
et par conséquent 
ds 
òp — qir = Epa 
ce qui est la valeur comprise entre les parenthèses dans la seconde ligne de 
l'équation (36). 
On trouvera de même 


lw {1 d” 
E EUNA PLAE EE van EN a) die: : 
d2(q —» a =d. T; da (èr — sdr) (Er a) etc. ; 
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par ces valeurs l'équation (36) deviendra 
do ds 
deèV — d Vès = Nodr -+ Pdo + Qd.— TH 47) etc. 


Par conséquent, l'intégrale que renferme le second membre de l'équation (33) 
sera 


SdxèV — dV òa) = f Nadr + S Pdo + /Qd. st ÎR.d (i a) etc... (40); 


intégrant par parties tous les termes qui, dans ce second membre, contien- 
nent des différentielles de o, du 1%, du 2°, et du 3° ordre, etc., nous aurons 


J'Pdo= Po — fi 
do ds ds 
JR ST 


et, parce que la différentielle de Q se prend par rapport à v, on pourra écrire 
ainsi cette dernière à A 


de dQ 
JU pe nt LT 


intégrant de nouveau par 8 le dernier terme de cette équation, elle nous 
donnera 


dQ dQ 
JUS QE — oT de 7 


En opérant de même pour le terme en R, on trouvera 
; l ,do 1 „do  dR ds dR dR 
ik a T)= + dx i ‘dr  dr'dr $ A % zP- salia T) 
Substituant les valeurs de /Pd», de /Qd Lis def R.d ka ais etc., dans 
i ; ‘dx "dat dr)” É 


l'équation (40), ordonnant par rapport à o et à ses coefliciens diflérentiels, et 
réunissant ensuite les termes qui sont affectés du signe d'intégration, nous 
trouverons 


J'(AreV — dVox) = s(P— I pd iT — etc. ) 


d® dR l do 
AP (e Gir +) + F d (R —etc.), etc. 


dP 40 1,120 
a EE jh E 00 LE EE E M1: 
Fe (x dx ' dx o dr di dT sfo ) 


Substituant cette valeur dans l'équation (33), à laquelle on ajoutera une con- 
stante, pour tenir lieu de toutes celles que l'intégration par parties exigera, 


http://rcin.org.pl 


326 CALCUL DES VARIATIONS. 


on aura enfin 
af Vdr=Vr + 0 nee ie FLE etc. 
$ PP ‘dx 
d ) 
i eta d. T (R— ete. ), ete. 


* 1 1 ,dR 
+ /odz (x-T spa rd a A dz dp et.) 


de 
Et en prenant dv pour variable indépendante, cette équation pourra se met- 
tre sous la forme 


2 [Yde = Vèx +0 (e-+: ete.) 


do daR » 
+(e — T Hete.) + Te (R — etc.), etc. … (H). 
dP, d’Q ÆR 
+ ds (N MM de ct.) 
—- constante. 


602. Cette solution d’Euler suppose donc que la fonction U de x, de yet 
des différentielles des différens ordres de x et de y puisse se ramener à la 
forme Vdx. Or, cela n'est pas toujours possible ; car si, par exemple, on avait 


et que l'on fit 
dy = pdr, 
on trouverait par la différentiation, 
dèy = dpdzx + pdx... (43); 
mettant ces valeurs dans l'équation (42), on obtiendrait 


ou plutòt 


et l'on voit que le second membre ne se réduit pas à la forme Vdx. 
Mais cela aurait lieu si, au contraire, on avait 
dy dy d’x 
dr dx dr ? 
car la valeur de d’y, donnée par l'équation (43), étant mise dans celle-ci, la 
réduirait à 


_ dp 
U= D dx. 
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Des maxima et minima des formules intégrales indéterminées. 


603. La principale application du calcul des variations se rapporte à la 
solution d’un genre de problèmes de maxima et de minima, qu'on tenterait 
en vain de résoudre par la méthode exposée art. 97 et 98. On a vu que cette 
méthode consistait à déduire de l'équation y—fr du problème, la valeur de 
d qu’on devait égaler à zéro ou à l'infini, pour obtenir la relation entre z et Y, 
qui doit avoir lieu au maximum ou au minimum ; mais si, dans le problème 
proposé, on nous donnait seulement la formule intégrale /Vdx, dans laquelle V 
serait une fonction de v, de y, de p, de q, etc., et qu'on demandât quelle est, 
parmi toutes les courbes qui jouissent de la propriété commune /Vdv, celle 
pour laquelle /Vdx est un maximum, un tel problème serait d’une nature 
bien différente que ceux que nous avons résolus sur les maxima ou minima. 
On se tromperait donc bien si l’on croyait que, pour en obtenir la solution, il 
suffirait de passer à la différentielle en ôtant le signe d'intégration, et en écri- 
vant Vdx, Cela ne conduirait à rien, puisque la caractéristique /, qui ici nous 
indique que c’est x que l’on fait varier, n’est plus le signe de l'opération con- 
traire à celle qui se rapporte à des variations. Aussi voit-on qu'au lieu de pas- 
ser d’une courbe à l’autre, on resterait sur la même courbe, ce que nous ne 
pouvons admettre, d'après ce que nous avons vu art, 77. Ce ne sera donc 
point Vdr que, d’après la méthode ordinaire des maxima et minima, on devra 
égaler à zéro, mais 2/ Vdx, parce qu'alors, quoique nous ignorions la relation 
qui existe entre v et y renfermés dans V, nous ne considérons pas moins y 
comme une fonction de x, et par conséquent / Vdx comme une autre fonction 
de +, dont la variation est indiquée par le signe 2, variation due aux accrois- 
semens successifs que reçoit une constante qui, le plus souvent, ne paraît pas 
dans les calculs. 

L'intégration de /’Vdx ne pouvant done s’exécuter sans qu’il ne soit établi 
une relation entre v et y, nous allons voir que cette valeur va nous être four- 
nie par la condition même du maximum. En effet, la variation de / Vdr ayant 
été déterminée par l'équation (41), nommons pour plus de simplicité À la par- 
tie qui s’y trouve hors du signe d'intégration; la variation à/ Vdx étant nulle, 
dans le cas du maximum, nous aurons done 


s dP , d'Q \ 
N E x E at yT | = 0, # 
à- foda (n 1. mm %4 eRT conei o. (44) 


de ' dr 
la quantité qui, égalée à zéro, exprime, équation (122), art. 404, la condition 
d’'intégrabilité de Vdr; par conséquent, il suffit que Vdz soit susceptible d'in- 
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tégration pour que le terme affecté du signe / s'évanouisse dans l'équation (44). 
Ce terme s'évanouit également lorsque Vdx n'est pas intégrable ; car alors les 
termes en x et en y, renfermés sous ce signe, ne peuvent opérer la destruction 
des termes en x et en y des autres termes de l'équation (44), qui, étant délivrés 
du signe d'intégration, sont d'une nature différente. Il suit de là que si l'on 
représente l'équation (41) par 
1 [nde constante =0.... (45), 
on ne peut satisfaire à cette équation qu'en faisant 
à constante = 0, fudr = o. 


605. Cette dernière équation détermine en général une courbe, et n'ex- 
prime autre chose que la sommation d’une infinité d’élémens que l'intégration 
convertit en courbe. Nous entrevoyons déjà que la partie à constante de 
l'équation (45) ne peut se rapporter qu’à des points isolés. En effet, l'équation 

2 constante = 0, 

étant une équation rationnelle en x et en y renfermés dans 3, il s'ensuit que 
cette équation ne comporte qu'un nombre limité de valeurs, qui seront déter- 
minées par le degré de cette équation lorsqu'on y aura mis la valeur de yen x; 
je dis de plus que les points déterminés par ces valeurs ne se rapportent 
qu'aux extrémités de la courbe. En effet, lorsqu'on donnera des valeurs par- 
ticulières a et b aux variables x et y, on ne fera que déterminer la valeur de la 
constante qui entre dans l'équation (45), en fonction de a et de b, valeur qui 
se rapporte toujours au commencement et à la fin de l'intégrale. 


606. La condition f#dr— 0 nous donne A 


La i — etc. Jodr—0; 
AL ent 


et comme la différentielle d'une fonction égale à zéro est nulle aussi bien que 
cette fonction, art. 63, on peut ôter le signe d'intégration, ce qui nous 
donnera 


1 2 
( N — + = ete.) udr = 0... (46), 
équation à laquelle on satisfera en faisant 
1P 
TER — cte. = 0... (47). 


Cette équation établit la relation qui doit exister entre v et y pour la courbe 
du maximum et du minimam. 


607. Observons que la propriété / Vdx appartient à toutes les courbes que 
nous considérons, et que nous pouvons passer de l’une à l'autre par degrés 
imperceptibles, en faisant accroître V d'une quantité infiniment petite 3V. 


http://rcin.org.pl 


MAXIMA ET MINIMA DES FORMULES INTÉGRALES. 329 


Dans cette hypothèse, V devenant V-}3V, la formule / Vdx se change en 
SV+V)dr, et s'accroît de la quantité /'3Vdx, quantité qui, par la transposi- 
tion des signes /'et ô, revient à 2/‘Vdr. On reconnait dans cette expression la 
variation dont nous avons déterminé la valeur par l'équation (41), art. 601, et 
qui devant, comme /'Vdr, appartenir à toutes les courbes du genre que nous 
considérons, n’en spécifie aucune en particulier, En égalant ensuite à zéro la 
variation 2/Vdx, nous déterminons cette courbe quelconque qui jouit de la 
propriété requise, à devenir, entre toutes les autres, celle qui convient au 
maximum où au minimum ; nous franchissons en idée toutes les courbes inter- 
médiaires comprises entre la courbe primitive et la courbe du maximum ou 
minimum, pour que l’une de ces courbes se change en l'autre; alors lordon- 
née PM, devenue P'M’, aura reçu un accroissement fini, composé de tous les 
accroissemens successifs que la courbe aura reçus en passant par toutes ces 
positions intermédiaires ; et, comme PM représente une ordonnée quelconque, 
la même chose aura lieu pour tous les points de la courbe variée, qui, par 
conséquent, sera entièrement distincte de la courbe primitive ; mais la varia- 
tion òV indiquant la variation qui a lieu lorsqu'on passe de la courbe primitive 
à la courbe infiniment proche qui lui succède, cette variation, lorsque la 
courbe primitive deviendra la courbe variée, se rapportera alors à la courbe 
infiniment proche qui succédera à la courbe variée, et restera par conséquent 
une quantité infiniment petite, 


608. Après avoir parlé du premier facteur de l'équation (46), occupors-nous 
du second, Pour cet effet, si nous mettons dans l’équation (46) la valeur de w, 
que nous donne l'équation (37), page 324, nous aurons 


iP , dè 
(n — + get.) (èy —pèx) = 0... (48), 


et l'on satisfera encore à cette équation en faisant 

dy —pir=0; . 
la relation que nous établissons ainsi entre ôy et ôv, est une chose conforme à 
ce que nous avons démontré art. 598, que ðv et 3y étaient dépendans l’un de 
autre. Une autre conséquence qui s'accorde avec le même article, c'est que 
l'équation (47) subsiste encore lorsqu'on ne tient pas compte de ðv; car alors 
l'équation (48) se réduisant à 


k dP d'Q nE 
dy (NT + Tr eie.)=o, 
on en déduit également 
dP 


— dr 


d°Q 
—- de e = 0. 


On peut remarquer que quand on a ë7—0, on tombe dans le cas où la 


variation de y se confond avec la direction de cette ordonnée, ce qui wem- 
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pêche pas que la condition du maximum ou minimum, entre toutes les courbes, 
ne subsiste également. 


609. Lorsque les variations n'ont lieu que dans le sens des ordonnées, il est 
évident que celles des points extrêmes C et D sont des lignes droites CC’ et 
DD’, fig. 116, dirigées suivant le prolongement des ordonnées. 


610. Mais dans le cas où v varie aussi bien que y, les extrémités C et D, 
fig. 117, desordonnées AC et BD décrivent des courbes CC’ et DD’; car les points 
C et D se mouvant dans des directions qui ne sont plus celles de AC et de BD, 
décrivent en général des courbes, sauf à supposer, si le cas l'exige, que ces 
courbes sont des lignes droites CC’, DD’, fig. 118. 


G11. Nous avons vu, art. 404, que lorsque Vdx était une différentielle 
exacte, l'équation 


dQ 
N— FL Tr te = 0, 


avait lieu par elle-même, et qu'alors la valeur de ðf Vdx, ou plutôt celle de 
SNdx, ne pouvait renfermer que des quantités intégrées. Or, 2fVdx, par la 
transposition des signes, art. 597, devenant /'2Vdz, si l'on regarde y renfermé 
dans V comme une fonction de x, le produit Vdr ne sera autre chose qu'une 
fonction V de x multipliée par dz; et /'Vdx représentera, art. 348 et 349, l'aire 
d'une certaine courbe. La variation de cette aire étant exprimée par 9, / Vdr, 
ne sera donc elle-même qu’un accroissement de l'aire dont nous parlons; par 
conséquent /'àVdz sera la somme de toutes ces aires élémentaires. Désignons 
cette intégrale par ?r Le, et prenons-la entre les limites. 

za et =b, 
nous aurons cette intégrale définie 

ga — şb; 

et l'on voit qu'elle ne dépendra pas des coordonnées des points intermédiaires 
de la courbe variée, mais de a et b, qui sont les abscisses des extrémités A et B, 
fig. 117, dè cette courbe. 


612. Réciproquement, lorsqu'on nous donne l'expression J'Ndz, si l'on a 
dP , d’Q 
N——— + —— etc. = 0 
dx sd da? É 
la variation 3 / Vdx ne renfermera aucune formule intégrale ; d’où il suit que 
JSYdzx sera une fonction déterminée des expressions #, y, p, q, etc., c'est-à- 
dire sera une fonction délivrée du signe d'intégration, ou, ce qui revient au 


même, sera une quantité immédiatement intégrable. 
613. La partie de l'équation (45), art. 604, qui n’est point affectée du signe 


http://rcin.org.pl 


MAXIMA ET MINIMA DES FORMULES INTÉGRALES. 331 


d'intégration, et que nous avons représentée par 
1 constante, 
s'évanouit lorsque les extrémités de la courbe sont des points fixes. 

En effet, la variation cessant d’avoir lieu en ces points, si nous en repré- 
sentons les coordonnées par +’ et y, et par x” et y”, òw et 3y ne subsisteront 
plus lorsqu'on donnera à x et à y les valeurs x’ et y’, x” et y”, ce qui nécessi- 
tera que les termes compris dans À (équation 45), s'évanouissent lorsqu'on 
prend l'intégrale définie. Il ne restera donc de l'équation (45) que f#dx =o, pour 
déterminer la relation qui devra exister entre x et y, afin que /'Vdx soit un 
maximum Où un minimum. 


614. Le problème général qui nous occupe est donc en quelque sorte l'in- 
verse de celui que nous offrent les maxima et minima ordinaires; car, dans 
ceux-ci, la relation entre x et y est donnée immédiatement, au lieu que dans 
notre cas, elle résulte de la condition mème du maximum ou minimum. 


615. Pour donner une application de cette théorie, proposons-nous de trou- 
ver quelle est la plus courte des courbes menées entre deux points sur un plan. 
L'expression d’un arc de courbe étant 


MIER WN de 
y de dy, ou dx LS; 


sera, dans le cas présent, celle que nous avons représentée par Vdr; nous 


aurons donc 
Ta dy 
VE 


dy k - P 
et en remplaçant = par p, cette équation deviendra 


dx 
= y 1—+p'. 
Cette formule, qui ne contient que la variable p, déterminera l'expression 


IV p is à 
> du coefficient différentiel P : nous aurons donc 


=0, N=0, P= — = ——,Q—0, etc... (49). 


: ; NX ` dP 9 r 
Par ces valeurs, on voit que les termes où entrent V, P et ir doivent être 
T 


seuls conservés dans la formule (41), qui par conséquent devient, dans notre 
cas, 


SJ Ndx=Vèx + Po + f dx (F): 
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substituant ôy — pèr à la place de », on a 
l 
2/Ndr = (V —Pp)ès + Pòy — S (èy — pèz) Fo de.s. .. (50). 

_ Le premier membre de cette équation étant nul par la condition du maximum 
ou minimum, et la partie qui est indépendante du signe d'intégration n’exis- 
tant pas dans l'hypothèse où les extrémités A et B sont des points fixes, l’équa- 
tion (50) se réduit à à 


dP 
— (èy -— pòz) Ja 2m0; 


cette intégrale étant égale à zéro, il en est de même de sa différentielle, arti- 
cle 606; on a donc 


dP 
(èy — pèx) T dr=o. 


616. On satisfait à cette équation en faisant 
dP 
Tz = 0... (51). 
La valeur de P nous étant donnée par la troisième des équations (49), on 
trouvera en la différentiant [art. 26, équation (13)], 


nA PTS RTE. 4 


de dp dv y! E X da 


et en différentiant par la règle des fractions, art. 16, on obtiendra 


dp X y Fri 


d -ei a L, 
V 1+p 1+?° s 
réduisant au même dénominateur et faisant la réduction, on trouvera 


A T e EA RER 
Tii ? 
LATE TAET 
par conséquent, on aura 
des 1 dp 


ra N 
d OH Vipp d 

Égalant cette quantité à zéro, et supprimant le premier facteur, il reste 

FF A 0, 
ou plutôt 

dp = 0; 
intégrant, on obtient 

p = constante ; 
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et en désignant cette nouvelle constante par b, on a 
p=b, 
et par conséquent 
dy _ 


Je Tha où dy = bdz : 


intégrant de nouveau, on trouve 
y= br 4- c... (82). 


617. Pour déterminer les constantes b et c, les points extrêmes A et B, 
fig. 119, étant fixes, si leurs coordonnées sont Fig. 119. 
=, y—6, et s=, y=% 
ces coordonnées devant satisfaire à l'équation (#2), on a 
6— ba Le, 6 =hba +c; 
d’où l’on déduit 


$ 6 —6 a'b — u6! 
La a — a? ‘es FER a ? 
ar conséquent, l'équation (52) devient 
q » 1€q 
a [4 =y E a'G S ab’ 
=m T . 
Y œ— à ig a —« 


618. Si les extrémités A et B de la courbe ne sont pas des points fixes, la 
partie (V — Pp) ôx -+ Pêy, de l'équation (50), qui est représentée par ì dans 
l'équation (45), page 328, ne s'évanouit plus à cause de la non-existence des 
variations y et ôx ; mais comme le premier membre de l'équation (45) est égal 
à zéro, la partie /pdv ne peut, comme nous l'avons vu, art. 604, anéantir à ; 
il faut donc, pour que la condition 2 /#dx =o soit remplie, que à soit nul 
séparément, et qu'on ait par conséquent l'équation 

(V — Pp) èr + Pèy—= 0. 


Remplaçant V et P par leurs valeurs yi +p et BET 


Lo A 


, cette équation 


devient 


——— p P 
V1+p — =) ET -== dy — 0, 
V rr Vi+p 
et après qu’on l'aura réduite au même dénominateur, le diviseur commun 
y 1+- p’ étant supprimé, il restera 
2x + poy = 0. 
Mettant la valeur de p, cette équation donnera 


yay PRET (53), 


dx dx 


et ne pourra être satisfaite que par les coordonnées des points extrêmes de la 
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courbe, coordonnées qui varient avec ces points. Supposons donc que l'un de 
ces points soit variable et que l’autre soit fixe; si nous nommons +’ et y' les 
coordonnées du premier, et x”, y”, les coordonnées du second, l'équation (53) 
sera satisfaite en faisant 
æ—=x et y—=Y, 

et se changera en 

ay dy _ 

ôy x 
Telle sera la condition qui exprime que la courbe que décrit le point mobile 
a’, y, soit coupée à l'angle droit par la courbe cherchée (*). 

Cette condition et celle de la fixité de l’autre point, donné par les coordonnées 


, 


a" et y”, sufliront pour déterminer les deux constantes de l'équation (52). 


— 1. 


619. Mais si les deux points extrêmes ne sont fixes ni l’un ni l’autre, l’équa- 

tion (53) devant être satisfaite par leurs coordonnées, on aura ainsi 
1/4 Ua 

; y= 1... (54) ; 
équations qui nous apprennent que les courbes GK et IL, fig. 120, décrites 
par les points extrêmes, doivent être normales à la courbe cherchée, qui, dans 
le cas présent, se réduit à une ligne droite AB, art. 616. La relation qui existe 
entre les coordonnées de cette courbe cherchée nous étant fournie par 
l'équation i 


dP 
N — — te. = 0 ; 
dx Fi iy ù 
cette équation devient dans notre cas 
dP—0, 


et nous ramène à l'équation (51). Or, nous avons vu, art. 616, que cette équa- 
tion nous conduisait à dp = o, et que l'intégrale de cette dernière était p—b; 


remplaçant p par sa valeur da 
dy nee 
Der 
d'où l’on déduit 
dy = D, dy = b. 


dy’ dy’ 

ant 
dz' dx 

sée et la courbe variée forment à leurs points de contact, la condition nécessaire pour que ces tan- 

gentes se coupent à angles droits, sera exprimée (TAéorie des Courbes, art. 105), par 

ôy! d y! 

= 2 +1=0. 

gx’ dz 1 


(*) En effet exprimant les tangentes trigonométriques, art. 75, que la courbe propo- 
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Au moyen de ces valeurs, les équations (54) deviennent 
sy’ è 
Yay Y= peur (55), 
et ne contiennent plus que les variations des points extrêmes ; or, il sera pos- 
sible d'éliminer ces variations, si l'on nous donne les courbes que ces points 
seront assujettis à parcourir. Supposons que ces courbes aient pour équations 
différentielles 
dy=# (x, y) dx et dy=}Ħ (z, y) èz; 
on en déduira, art. 591, 
y=} (x, y) èr, y=} (X, y) dT. 
Ces équations devant être satisfaites l'une par les coordonnées 7, y', et l’autre 
par les coordonnées x”, y”, nous aurons donc 
ay =r (r, y) èr, dy (z, y) èa”. 
Au moyen de ces équations nous pourrons éliminer les variations des équa- 
tions (55), ce qui nous donnera 


4 1 m Pr 
g (v, y= p", y") = 


© mt 


620. Si, outre x et y fonctions de v, et leurs coefficiens différentiels succes- 
sifs, la fonction V contenait encore une ou plusieurs variables z, t, u, v, etc., 
et leurs coefficiens différentiels successifs, l'équation (35), page 323, de- 
viendrait 


V=Mdr-- Ndy + Pdp + pers -+ Rdr -+ ete., | 
+ Nds -+ Pdp, + Qdg, + Rdr, + ete., 
+ N,dt +. Pdp, -+ 0,44, R,dr,- È etc., ja 
+ etc. — etc. -p etc. -+ etc. 
Dans ce cas, l'équation (41), page 326, s'augmenterait des termes relatifs aux 
variables x, t, u, v, etc., et nous aurions 


àf Vdr = Vèr 
w > 1P 
o (e — Pete. .) HE lo le =ni } etc. + fodx (n — à - 
" \ 
+ (pete e) +E (e g= ate.) paa +de (N-T pete. ) (57); 
da ? 
dQ, ds, dR, \ dP, 
+e (rot. da le r ete. }, ete. fo,dr À ue 
ete. — etc. + etc. 


—- constante. 


(56); 


Dans le cas du maximum ou du minimum, le second membre de l'équa- 
tion (57) devant être nul, il faut pour que cette condition soit remplie que, 
conformément à l'observation qui a été faite art. 604, page 327, la partie 
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affectée du signe d'intégration soit nulle d'elle-même, ce qui nous fournit 
l'équation 


dP dP dP, 
Sods NS ete.) + far (x ; SrA ete.) +, ( aq. )=0s 


or, les variables y, z, t, étant indépendantes, cette Spia ne pourra se réa- 
liser qu'autant qu'on aura séparément 


J'udx (n 2. ct.) = 
d 
Soda(N, = A ct.) == 0,, /... (58), 


Loan — de, ct.) =, 


ce qui donnera, en différentiant et en développant un peu plus ces expres- 
sions, 


dr 
à + a de A ae 


TH = A MD me T 


d’Q dR, 
N, — w, r r a mo 
etc. etc. etc. 


ces équations déterminent les relations qui doivent avoir lieu pour que la 
courbe appartienne à un maximum ou à un minimum. 


621. Donnons une application de cette théorie en nous proposant de trouver 
les relations qui doivent exister entre x, y et z, pour que 


KUTETE p (*).... (60) 
ys i 


soit un minimum. 


(©) Cette équation est celle à laquelle conduit le problème de la brachystochrone, ou ligne de 
de la plus vite descente. En effet, la question se réduisant à déterminer la courbe pour laquelle 
l'élément de temps dé doit être un minimum, on a (voyez l'équation (200) de mes Élémens de 
Mécanique, page 211), 

a= Var + dy + ds. 
Vas+v 
V étant nul lorsqu'on part du repos, et la constante 2g pouvant se supprimer, art. 105, cette for- 
mule se réduit à 
Vair + dy dz’, 
Vz 


el l'on voit qu’elle rentre dans celle de notre problème, en changeant z en x, c'est-à-dire en regar- 


dt = 
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Si, pour simplifier, nous faisons, 


la formule précédente deviendra 
VIEP ER y. 
ys 


Nous avons donc dans le cas présent, 


tr EE (62); 
zr 


et puisque le problème ne comporte que les variables z, y, z, la troisième 
ligne des équations (57) et les suivantes comprises dans les etc., n'existent pas ; 
à l'égard des deux premières lignes, elles se modifient par ces valeurs qu'il 
faut y introduire : 


dv dv 
RL 0, N= (63), 
dv dv 
mat La F ab (64), 
Q= 0, R = 0, etc., Q, = 0, R, = 0, etc. ; 
dP dP 


ne conservant donc que les termes V, P, P, m TaS l'équation (57) se réduit à 


èf Vdr=V or 4P -Ha P, S sa(— T) +S ade (- T) -+ constante. (65); 


et comme les formules intégrales du second membre de cette équation doi- 
vent être nulles séparément, art. 620, on a donc 


feda (- T=, Sade (- D): 


dant l'axe des x de la formule (60) comme l'axe des coordonnées verticales. On pourrait peut-être 
dire qu’il eût été plus simple de conserver l'axe des z pour celui des coordonnées verticales, en em- 
ployant, au lieu de la formule (60), la formule 


72 y FES z2 
Virta tds (61). 
\ Vz 
Je répondrai qu’en choisissant l'axe sur lequel se compte la variable indépendante pour l’axe ver- 
tical, cela nous procure l'avantage d’avoir à la fois N =o et N, = o [voyez, ci-après, les for- 
mules (62),] tandis que si nous eussions employé la formule (61), au lieu de la formnle (60), on 
aurait eu 


T 
ti dv TA LT AV IF PP +p? 
N=oaN=—=V1+p+p. A HUE rar 


ce qui nous eût conduit à des calculs plus compliqués, tant il esty rai que le choix des coordonnées 
n’est pas une chose indifférente. 
ÉLÉMENS DE CALCUL DIFFÉRENTIEL, 45 
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on tire de ces équations, art. 620, 


— adr Po, _ nde 0, 
et en supprimant les facteurs — odv et — o, dv, il reste 
dP dP, 
EF an aaa ig 


et en passant aux différentielles, on a 
 AP=—0;, dRo: 
Les intégrales de ces équations seront 
P= constante, P, = constante, 
ou plutôt 
P =a, P, =b... (66); 
mais nous avons 


différentions donc l'équation (62) par rapport à p et à p, nous trouverons 


Pa EE À — bI APES 
V sy 1+p+p V sy 1+p+p; 


mettant ces valeurs de P et de P, dans les équations (66), nous obtiendrons 


y sV iFP tp VeV Fp Fp 
1 


éliminant —=—— entre ces équations, on trouvera 
a 


V sy 1+pPFp 
intégrant, on aura 


ce qui est l'équation d’une droite RS, fig. 121, tracée sur le plan des y, z, et 
dans laquelle les coordonnées 
du point M sont: AP =y, PM = 2; 
du point M’ sont: AP = y, PM’ = 3; 
du point M” sont: AP”= y, P”M" = z; 
etc. etc. etc. 

L’équation (67) nous apprend que, quelle que soit l’abscisse AP =y que 
Fon prenne, l’ordonnée PM— sz déterminera, sur la droite RS, le point M par 
où l’on doit mener la troisième coordonnée x. Il suit de là que cette droite RS 
contiendra les pieds de toutes les troisièmes coordonnées, qui, étant parallèles 
à l'axe des >, sont nécessairement parallèles entre elles. Or, des parallèles qui 
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interceptent une même droite RS, fig. 122, ne peuvent qu'être comprises dans Fig. 122. 
un même plan; car, si une droite menée par un point M” sortait de ce plan, 

elle cesserait d’être parallèle aux autres. Concluons de ce qui précède que les 
troisièmes coordonnées étant comprises dans un même plan, il en doit être de 

même de leurs extrémités N, N’, N”, etec., fig. 121, qui constituent la courbe Fig. 121. 
KL; cette courbe cherchée KL sera donc plane, 


622. Maintenant que nous savons que la courbe est à simple courbure, et 
par conséquent peut être déterminée par deux coordonnées x et z, dont l’une 
est verticale, remplaçons cette coordonnée verticale par y, l'équation du pro- 


blème deviendra 
Var =V de? —+ dy ; 
-d 
et en mettant (1 -}-p°) d” au lieu de dr°+- dy, on aura 


eS M 10). 
y 
Dans le cas présent, l'équation (41), page 326, ou, ce qui revient au même, 
l'équation (65), se réduit à 
2 [Ndr=Vôx + Po fody (n i g) (69) ; 


et l'on voit que cette équation nous donne pour notre cas 


dv l MET 
N ou — =p 1+ 4.7 =_e, 
dy P yV y 
d Bpr 
P ou T= iA A E PNR (70). 
p è OdpVy VyVi+r 
623. Dans l'hypothèse où les points extrêmes sont fixes, la partie Vôs-}- Po, 


indépendante du signe d'intégration, s’'évanout, art. 618, et il ne reste que 
l'équation de condition 


dP 
N ra 0; 
qui donne 
Ndr=dP; 
et en la multipliant par p, on a 
Npdz = pdP, 


ou 
Ndy = pdP ; 
mettant cette valeur dans celle de dV, qui est, pour notre cas, 
dV = Mdv + Ndy -+ Pdp, 
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et observant que, dans le cas de l’équation (68), M = p se réduit à zéro, il 
restera 
dV = pdP + Pdp; 
intégrant, il vient 
V= Pp- constante... (71). 


P et V étant déterminés par les équations (68) et (70), nous en mettrons les 
valeurs dans l'équation (71), et nous obtiendrons 


E LER A 
Vy Vi4rvy 


multipliant les deux termes de la première fraction pary 1, et rassem- 
blant les termes en p dans le premier membre, il vient 


— —- constante ; 


* 2 
CE =ò 7 Tp) constante 
VyWVitp Vi+p 
réduisant, il reste 
1 
— — constante ; 
V yl +p) . 
et en élevant au carré, on a 
1 
—— constante 
y +p" a j 
d’où l'on tire 
1 
yl 7e 


(constante)? ? 
et comme l'unité divisée par le carré d'une constante est encore une quantité 
constante, représentons cette quantité par b, notre équation devient 


y(1+p)=b; 
et, en divisant par y, on a 
b 
1 =, 
ara 
et par conséquent 
b b—y by—y „n 
p=-—1= I I.. (7); 
y y cá 
mettant TY aù lieu de p, et passant à la racine, on obtient 
CALE 
TA pee (13), 
ce qui donne enfin 


ydy 


de = ĀÁ— L.n. 
y by — y 
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En comparant cette équation à l'équation (141), page 111, on la reconnaît 
pour être celle d’une cycloïde AMB à base horizontale, fig. 122, dans laquelle Fig. 122. 
b serait le diamètre CD du cercle générateur. Soit a le rayon OM de ce cercle, 
on pourra mettre 2a à la place de b, et l'équation de notre cycloïde deviendra 


de TS pi 
624. Pour intégrer cette équation faisons 
a — y= z: 
élevant au carré, on obtiendra, en transposant et réduisant, 
2ay — y =a — z. 
D'un autre côté, l'équation 


a—y—=3 
nous donne 
dy= — dz; 
substituant ces valeurs dans la formule (74), on a 
ydy (a — z) dz 


y ay — y? vV a — 5 . 

et en exécutant la multiplication indiquée par les parenthèses, il vient 
ydy __ zdz _ _ adz 75 

V lay—y Va—=# y a — 3 ee 


, et en intégrant, on aura 
ydy zd -JA $. (76 
7 2ay — pr . Va —z pey 7e arg k 
625. Pour effectuer l'intégration indiquée [équation (76)] par la formule 


zdz , 
ee ——, on multipliera par 2 les deux termes de la fraction, et l’on recon- 
a? — z? 


i ensuite qu’au signe près le numérateur est la différentielle de l’expres- 
sion qui est sous le radical. Par conséquent, on aura, art. 71, 


sds 2zdz w5 — 
T E RG 
D'une autre part, pour déterminer la seconde intégrale du second membre de 
l'équation (76), nous avons [équation (12), art. 275] 


ads Aat 
a re one cos= 7>]; 


les valeurs des intégrales que nous venons de déterminer étant substituées dans 
l'équation (76), nous aurons 


A 


ydi 3 
IE =y eF La arc (cos =); 
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remettant dans cette équation la valeur a— y de z, et nommant C la nouvelle 
constante qu'on doit y ajouter, on aura enfin, en transposant les termes du 
second membre, 


ydy ( — ?) Eat sue 
"me = Œ ArTC | COS = da — 4 ! 
Je 2ay— y’ ETES 


et, en remplaçant le premier membre par sa valeur x, on obtiendra 


s= a arc (cos = m) y 2ay— y” + C(*)...(77). 


Ayant deux constantes, il faudra deux conditions pour les déterminer. 


(*) Cette équation, lorsqu'on fait C = 0, art. 626, étant mise sous celte forme 


s+ Vay — 7> = «a arc (cos =" IT)... (78), 


Fig. 122. exprime la condition que la droite AD, fig. 122, est égale à Parc MD. En effet, nommons AP = x, 
PM—7, 0OM— 4, on aura 
Viar => où V Ra yy = V (CD —DE)DE = ÿ/CE X DE = ME: = ME = PD; 

donc 

x+y ay — y = AP -+ PD= AD; 
si l'on décrit ensuite avec l'unité pour rayon l'arc nr, on a 

arc nr= arc (cos = 0e), 

etla similitude des secteurs OMD, Onr nous fournit la proportion 


a : OE : : 0e, 
d'où l’on tire 
PRET PE ie à 
4. a 


et par conséquent 


A A 
arc nr = arc | cos =—7 }. 


On passera ensuite de l'are nr à l'arc MD par cette autre proportion 
a : 1 :: arc MD : arc nr, 
qui nous donnera 


a — 
a arc (cos 7 = are MD; 


celte valeur et celle de x + V/2a— 7, mises dans l'équation (78), la réduiront à 
AD = arc MD; 
ce qui est la propriété de la cycloïde. 
Et si l’on remarque que l'arc MD ayant pour cosinus OD — DE, c'est-à-dire a — y, a pour sinus 
ME, et que ce sinus est déterminé par la proportion 
DE : ME :: ME : EO 
ou 
r : ME :: ME : 34r, 

on peut remplacer arc cos = (& — y) par arcsin =Y y 2a—7), et par conséquent 

arc cos = 7 pat arc sin ETE 

a a ? 

ce qui fait coïncider l'équation 78 avec celle de la note de la page 112. 
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626. Par exemple, si les coordonnées des limites de l'intégrale sont, pour 
le point A, fig. 122, v=o et y—0, et, pour le point B, v=m et y—0, en Fig. 122. 
substituant ces valeurs dans l'équation (74), on aura dans le premier cas, 

o=a arc (cos = 1)+-C... (79), 
et dans le second 

m=a (arc cos—1)+C; 
et comme l’are qui a l'unité pour cosinus est égal à zéro ou à un multiple de la 
circonférence, nous adopterons pour le point A la première hypothèse, parce 
que la figure 122 nous montre qu'en A les points D et M coïncident ; et l'équa- 
tion (79) se réduira à 

M= C; 

Nous voyons d'une autre part qu'au point B, l'are qui a l'unité pour cosinus 
est égal à la circonférence. Désignant donc par 2x la circonférence dont le 
rayon est 1, nous remplacerons arc (cos= 1) par 2x4, et nous aurons 


m= 2ra, 
Ainsi les constantes seront déterminées par les équations 
m 
C=0, = TA 


627. Dans le cas où les extrémités de la courbe ne sont pas des points 
fixes, on doit tenir compte des termes Vèr + Po de l'équation (50) qui, quoi- 
que renfermant des quantités infiniment petites òr et y, ne sont pas à négli- 
ger. En effet, la somme de ces termes étant égale à zéro, par suite de 
l'indépendance de la partie intégrale de l'équation (45), art. 604, il en résulte 

Vox—-Pu—0... (80); 
et l’on voit que cette équation, comme toute équation différentielle, doit, en 
thèse générale, conduire à une intégrale qui renferme nécessairement une 
relation entre les variables. 


628. Pour donner plus de développement à l'équation (80), nous y mettrons 
les valeurs de V, de P et de v, fournies par les équations (68), (70) et (37), et 
nous la réduirons à 


KEF 
Vy 


réduisant au même dénominateur, en ART et divisant la première ex- 


TE T = An RS pèt)=0; 


pression par yı -} p°, nous obtiendrons 


(1+-p°) dr + (è dx) = 0 
VyV iFP PT à SE à 


équation qui se réduit à 
pe a ques (OU): 


Vov ir Viv IFP 
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et qu'on peut encore simplifier si l’on désigne par ds l'élément d’un arc de 
courbe; car alors nous aurons 


V da’ dy = ds; 
d'où nous tirerons, après avoir divisé par dx? sous le radical et multiplié par 
dx en dehors, 


et en faisant 


on obtiendra 
——— ds 
Vi+p=S. 
Au moyen de cette équation, nous éliminerons le radical de l'équation (81), 


laquelle se réduira, en changeant pdz en dy, à 
dy 


dx 
— n it + —— 
dsy y dsy y 
629. Remarquons que cette équation n'aura lieu que pour les coordonnées 
a’, y, et x”, y”, des points extrêmes A et B, en sorte qu’on aura 


y= o0. 


au point in. MS òx’ + L A òy’ = 0... (82), 
dsy y 


òy" = 0... (83); 


da” 
au point B, èz" D — — 
3 uyy tayy 
ces points extrêmes A et B n'étant pas fixes, peuvent être assujétis à se mou- 

voir sur les courbes KM, LN, fig. 123, dont les équations sont 

M=—=o, et N=0; 
et comme M et N sont des fonctions, l'une de x’ et de y, et l’autre de z” et 
de y”, nous aurons d 
Sa dM aN 
LL òy r J N ; DE 
+ y 0; dr” òr pres dy” y" = 0. 


Ces équations nous serviront à ahadi l’une des variations contenues dans 
les équations (82) et (83), et alors l'autre de ces variations deviendra un fac- 
teur commun que nous supprimerons. 


Tirant donc des équations M =o et N = o les valeurs 


y! èy” 
>= = M’, ~in NT 
x 
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et les substituant dans les équations (82) et (83), on obtiendra 
daz’ dy! dr” dy" 


M0, —— + — 
ds y | sV y uyy dsy/ y” 
et l’on tirera de ces équations 

dy 1 dy 1 


de M° de Ne: 


n 


= 0; 


630. Maintenant, si, au moyen de l'équation (77), nous éliminons la valeur 
de + contenue avec y dans les fonctions M’ et N”, ces fonctions se changeront 
en des fonctions M, et N, qui seront composées en y de la même manière; de 
sorte que si lon fait y =o dans l'une et dans l'autre, ces fonctions se rédui- 
ront à une même constante a, qui, suivant le cas, pourra être zéro; nous 
aurons donc alors 


dy’ dy” 
nA =% L EE 
dx dx 
Or, il est facile de voir que ces valeurs sont précisément celles qui ont lieu . 
aux points A et B, fig. 123; car en ces points on a y—0, comme nous venons Fig. 195. 
del ser; et si I idè dY représent ‘néral l'angl 
e le supposer; et si l'on considère que représente en général l'angle que 


l'élément de la courbe fait au point v, y, avec l'axe des abscisses, on verra que 
ces élémens forment des angles égaux, et que par conséquent les tangentes 
en A et en B sont parallèles. 


631. Les problèmes que nous avons résolus jusqu’à présent par le Calcul 
des variations, se rapportent à des maxima ou à des minima absolus; il existe 
une autre classe de problèmes, qu'on peut comprendre sous la dénomination 
de maxima ou de minima relatifs. Dans ces derniers, on considère des courbes 
qui jouissent d’une propriété commune, et l’on demande quelle est, parmi ces 
courbes, celle pour laquelle une certaine formule intégrale est un maximum 
ou un minimum, En voici un exemple : entre toutes les courbes planes de même 
longueur, déterminer quelle est celle pour laquelle la formule intégrale f Ydx est 
un musimum ou un minimum. 

L'élément d’une courbe plane étant 


y da + dy 
la longueur de cette courbe aura pour expression 


JV Fip, 


et en mettant le facteur dx en dehors du radical, deviendra 


Pont HE 


or, on veut que cette expression d’un arc de courbe soit une quantité con- 
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stante, on aura donc, par la première condition du problème, 


PRET 
Jaz TASE S o (84). 


Cela posé, la variation d'une constante étant égale à zéro, on déduit de 


cette équation 
dy 
van /1 +=. (88). 


La seconde condition du problème nous donne 
S Ydr=marimum où minimum. 
Cette seconde condition sera remplie si l’on a 
òf Ydr—0.… (86). 

Sous un certain point de vue, on peut considérer / Ydy comme l'expression 
d’une surface, lors même que Y ne serait pas d’une seule dimension, ainsi que 
l'exige la formule 81 (art. 348, page 193). En effet, en prenant autant d'unités 
linéaires que Y, selon le cas (*), renferme d'unités, ou carrées, ou cubiques, 
ou autres, on pourra toujours ramener cette fonction à hp: la forme d'une 
quantité d’une seule dimension. 

Cela posé, si nous représentons, fig. 124, par AMP la surface qui a f Yd» 
pour expression, nous ne pouvons, en thèse générale, placer l'origine au 
point où J'Ydx devient nul; car ce serait trop se restreindre dans le choix 
que nous pouvons faire de cette origine. Ainsi, pour conserver en cela toute 
la latitude possible, au lieu de compter les x depuis le point A, nous les comp- 
terons à partir d’un point quelconque 0O; de sorte que si la formule qui nous 
est donnée est exprimée par 

J'Ndr) = fr, 
c'est-à-dire par 
AMP =fr... (87), 
et se rapporte à l'abscisse r= AP qui s'évanouit avec l'intégrale, et qu’on 
veuille compter les abscisses d'une origine O, il faudra remplacer v == AP par 


æ—a—0P —-A0, 
et alors nous aurons 


S (Ydr)=—aire OBMP —- aire ABO.... (88). 


(*) Par exemple, si Y représentait la fonction «y?, qui est de trois dimensions, et que le centi- 
mètre fût l'unité, en prenant autant ce centimètres cubes qu'il y a d'unités dans 47°, on aurait 
pour Y un parallélépipède dont la longueur serait qy° et qui aurait l'unité pour ses deux autres di- 


mensions. Représentant donc par 2° le carré de l'unité, on remplacérait ay’ par 2, et alors Y 


prendrait la forme d'une expression linéaire. 
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L'aire ABO se déterminera en supposant que l’espace AMP se réduise à ABO 
lorsque x —a, ce qui changera l'équation (87) en 

aire ABO = fa ; 
substituant cette valeur dans l'équation (88), et remplaçant aire OBMP par 
JS'Ydx, nous obtiendrons 

SNdr) = S'Ydr+ fa. 
Dans la première intégrale, indiquée par /(Ydx), nous comptons les x depuis 
le point A, tandis que dans la seconde, nous les comptons depuis le point O, 
ce qui revient à supposer que la formule /'Ydx, renfermée dans l'équation (86), 
au lieu de se rapporter à l'origine A, se rapporte à une origine quelconque O, 
pourvu qu'on y ajoute une constante fa, que nous représenterons par C; dans 
cette hypothèse, la formule (86) deviendra donc 
(JS Ydz—+C)—0... (89). 

La constante C qui entre dans cette expression étant arbitraire, ne diffère de 
la constante déterminée A qu’en ce qu’elle peut devenir A par une valeur par- 
ticulière, ce qui exige qu'on ait 

C—nA.…. (90), 
n étant un facteur indéterminé qui se réduit à l'unité quand C—A ; rempla- 
çant A par sa valeur constante, 


sa f1 RET 


que nous donne l'équation (84), nous aurons 


et par conséquent la formule /'Ydx +-C deviendra 


rasta /1 +E 


ou, en comprenant toute l'expression sous le signe d'intégration, 


de sorte que l'équation (89) peut être remplacée par celle-ci : 


$ d 
2f dx ( HN HE} 
\ 


x : ` ; dy TR ne 
equation qui, en faisant -” =p, peut s ecrire ainsi : 


dr 
èfdr(Y ny 1- p)=0... (91). 


632. Cette équation exprime d’ailleurs d'une manière implicite une condi- 
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tion de maximum ou de minimum ; car la partie constante /dx , /1 : étant 
5 P P 


commune à toutes les courbes que comprend cette équation, si ces courbes 
ont un maximum ou un minimum, cela ne pourra provenir que de la partie 
JS'Ydr, si cette partie en est susceptible. 

Le problème ne dépend donc plus que de la formule (91), qui change la 
question demaximum ou de minimum relatif en celle de maximum ou de mini- 
mum absolu. 


633. Le procédé auquel nous sommes conduits par cette théorie revient 
évidemment à multiplier la formule dr,/1 —-p° par une constante arbitraire 


et à l'ajouter à l’autre. 

C’est la règle qu’Euler proposa le premier pour convertir un maximum ou 
minimum relatif en maximum ou minimum absolu. (Note dix-huitième.) 

634. Il suit de ce qui précède qu'on peut maintenant appliquer la for- 
_ mule (41) à l'équation (91). Ainsi, en adoptant l'hypothèse que les points ex- , 
trèmes de la courbe soient fixes, cette équation (41) se réduisant à la partie 
qui est sous le signe d'intégration, nous donnera 

| dP , dQ 


N= T Fe etc. —=0.... (92); 


et si l’on compare la partie qui est affectée du signe d'intégration, dans l’équa- 
tion (91), à cette formule 


Vdr = Mdr + Ndy + Pdp-Qdg-etc.. 
V=Y +n y tP. 


TT Ye P A TEMARA, 
dy dy dp y Ip 


au moyen de ces valeurs, la formule (92), donnera 


on aura 


et par conséquent 


Q—0; 


np 

~ FRS CAS 
dY__Vi+p 
MT m0 

y dx 

effectuant la diflérentiation du second terme par la règle des fractions, et 

mettant le diviseur dx en dehors, on trouvera 


lala, » 
ENT n G par TP) 
PAS a “gris dp—0; 
réduisant au même dénominateur, et effaçant les termes qui se détruisent, 
on trouvera 
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multipliant par dy, et changeant Yen p, on aura 
a= à (93); 
A+p) 


observant que le numérateur npdp est, à un fracteur constant près, la diffé- 
rentielle du dénominateur, on intégrera par l'art 271, la fraction qui forme 
le second terme de l'équation (93), et l'on trouvera 


Y+n(1+p) =; 
on tire de cette équation 


et par conséquent 


ce qui donne 


ou, en changeant l’exposant fractionnaire en radical, 
n 
Cons en V; 
dy, "ee ; ; À 
mettant z à la place de p, et multipliant ensuite par dr, on obtient ce résultat : 


ndx 
ara aa TE 
d’où l’on déduit, en élevant les deux membres au carré, 
EE © 
d 2 — 2 _d LE 
e 
faisant passer dx? dans le premier membre, et le mettant en facteur commun, 


on obtiendra 
n? 2? — 2 « 


ou, en réduisant au même dénominateur, 
ee da =dy’; 
tirant la valeur de dz’, on aura enfin 
b— Y 
équation qui donne, en passant à la racine, 
BY ag: 
V n—(b— YF 
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sis (DA 
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et en intégrant, on trouve enfin 
b— 


ce s.» (95). 
7 n° RS =. 
Quand on aura donné la fonction Y, cette équation sera celle de la courbe 
cherchée. 
Les constantes b, c et n se déterminent par les conditions que la courbe passe 
par les points fixes A et B, et que la partie de la courbe comprise entre ces 
limites ait une longueur donnée. 


635. Supposons maintenant que la fonction Y de y soit cette ordonnée 
même. L'intégrale f'Ydx représentera alors, art. 348 et 349, l'aire d’une 
courbe plane, et le problème énoncé art. 631, se réduira à celui-ci : 

Déterminer, parmi toutes les courbes planes de même longueur, quelle est celle 
dont la superficie, exprimée par ['ydx, est un maximum ou un minimum. 

Dans ce cas, l'équation (95) se réduit à 


0. on: 
Van —(b—y} 
et comme le numérateur est, à une constante près, la différentielle du déno- 
minateur, nous parviendrons à intégrer le second membre de l'équation (96), 
en supposant, art. 271, 
' i m — (b— y} =z; 
ce qui nous donnera 
dz=2(b— y)dy, 
et nous changerons l'équation (96) en 
dz + 


— =} s ‘ds, 
2y z i 


dr = 


et en intégrant, nous aurons 
i 
æ= 3" + constante ; 

rétablissant la valeur de z en mettant c à la place de la constante, nous trou- 
verons 

æ =0+- y m—(b—y’, 
et si l’on observe que le carré de b— y est le même que celui de y—b, cette 
équation pourra se mettre sous cette forme 

(z — + (y — b)’ =r, 
ce qui est l'équation d’un cercle décrit avec le rayon n, et qui aurait c et b 
pour coordonnées du centre. - 

636. Cet exemple suffit pour montrer comment, en donnant une forme par- 


ticulière à la fonction Y, on peut obtenir la solution d’une foule de problèmes 
de même genre. 


FIN DU CALCUL DES VARIATIONS. 
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NOTE PREMIÈRE (page 12). 


Démonstration de la formule de Newton, par le calcul différentiel. 


Procédant comme dans la méthode des coeficiens indéterminés, soit 
(1+ 3)" = AELBs+-Cs+ Ds -LEsi, ete. 
En faisant :—0, cette équation se réduit à 
1=A 5 
et par conséquent on peut écrire 
(1 Hs)" =1 4-Bz-H 02-4 Dz? Est etc... (1) 
Différentiant les deux membres de cette équation, on a 
m(1— z)”-' dz—=Bdz + 2C:d5 + 3Dz’dz + 4Esids etc. 
Supprimant le facteur commun dz, il reste 
m(1s)"-1= B- 203-4- 3Dz° JL 4Es etc. 
Cette équation ayant lieu , quel que soit z, je fais :—0, et elle se réduit à 
m= B. 
Différentiant de moen et divisant par dz, on aura 
m(m—1)' (1+ 2)"-2= 2C -+2.3D3 -H 3.4Ez° etc. 

Faisant encore z= 0, on obtiendra 

À m(m — 1) =2C, 
et par conséquent 
m(m—1 
Lt 
on déterminera de même tous les autres coefliciens, et en mettant leurs va- 
leurs dans l'équation (1), cette équation deviendra 


(1 23)" 1 me + 4 p EA 


š v 
Faisant z—-, on aura 
a 


C= 


a? 


æ si eu a, mim—1) maa 
Réduisant le premier membre au même dénominateur, on sé convertira en 


r ay oy ou plutòt en (siaa 
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Substituant cette valeur dans l'équation précédente et chassant le dénomina- 


teur du premier membre, on obtiendra 
m{m — 1) 


(a x)" = a” EL ma"-'x + i 5 a" 27° 


a puiat oie a"-y ete. 


ce qui est la formule de Newton. 


NOTE SECONDE (page 1%) 


Moyen usité pour trouver promptement la différentielle de a°. 


On peut supprimer tout le reste de cet article et le remplacer par ce qui 
suit, où l’on prendra connaissance d’un procédé en usage pour parvenir plus 
vite au même résultat, mais qui se rattache moins à la théorie générale que 
nous avons exposée. 

Si de l'équation (19), page 18, on retranche l'équation primitive y = a", 
on aura 

y —y—=a"a) — a. 
Mettant a” en facteur commun, dans le second membre de cette équation, on 
trouvera 
y —y—=a" (a — 1)... (1). 
Faisant a = 1 -b pour que a* puisse se développer par la formule du binome, 
cette formule donne 


=l Eki Pahn | ii up 


LL h(h—1) (h—2) (h— ) 33. tete. 


Multipliant les deux membres de cette équation par «*, après qu’on aura fait 
passer l’unité dans le premier, on obtiendra 


a (at — 1) —a* CETTE ta (h— 1) (h—2) Dre ete. 


En vertu de l'équation (1) on peut remplacer le premier membre de celle-ci 
par y — y, et en divisant par k, on aura enfin 


yy oih be BF 
% = yH’ Dga tA) G—2) 7 Hete- |. 
Passant à la limite, on fera À —0, et cette équation deviendra 


De, 14 
= =" A Rp i 
D (e — air 17 te.) 
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ou en remettant la valeur de y, 
“ME P o. M 
ETF b- J L $ — TT ete. 
Représentons par A la suite qui est entre les parenthèses, c’est-à-dire posons 
D, ‘dt 
A—b— 3 Ts a + ete., 


et l'équation précédente deviendra 
da” 


— = åg". 


de 


NOTE TROISIÈME (page 29). 


Manière de trouver le développement du logarithme de x-}-h. 


Voici un des procédés employés pour trouver le logarithme de zh. On 
cherchera d’abord le développement de log(1 ++) en opérant de la sorte : on 
égalera log (1-}-A) à une suite de termes ordonnés suivant les puissances de x, 
en observant préliminairement que, dans cette suite, il ne peut y avoir un 
terme indépendant de x. En effet, si l’on avait 


log (1x) = A -HBs Cr ete., 


cette équation devant avoir lieu, quel que soit x, il en résulterait qu’en faisant 
æ—0, on trouverait A—log l —0 ; ainsi nous écrirons 


log (1x) = Az + Ba? 4-024- Dré ete... (1); 
changeant x en z, on aura pareillement 
log (1 -++ :) = Az B? +02 etc; 
z étant arbitraire, nous pourrons supposer qu'il y a entre x et z la relation 
(4e) où 142r =l- z; 
tirant de cette équation la valeur de z, et la substituant dans l'équation (1), 
nous trouverons 


log (1 +2) = A (2x Ha) LB (2 a) -+0 (27 7) ete. ; 
ou, en développant et ordonnant par rapport à x, 
log (1-2) =2Ar -4 Ale 4B}a B)#1-et0. 
—4B| 8c( <+12C (2) 
Tien) 


D'une autre part, la propriété des logarithmes étant exprimée par cette équa- 
tion loga” =n log a, nous ayons 


log (1x) =—9210g(1 +2), 
ÉLÉMENS DE CALCUL DIFFÉRENTIEL, R 
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ou, en mettant pour 1 -+x son développement (1), 

log (1 x) =2 (Ar +-Bz° Crete.) ; 
substituant cette valeur de log (1x) dans le premier membre de l’équa- 
tion (2), nous aurons une équation qui aura lieu, quel que soit v; par consé- 
quent, en égalant entre eux les termes affectés des mêmes puissances de x, 
nous obtiendrons 


2A—9A, AL4B—9B, 4B—-8C—2C, etc.; 


d’où nous tirerons 


A 2B A 
3’ O= 3° etc. ; 


substituant ces valeurs, nous trouverons 


m2 
log(1+x)=A -3 Le : -Hete.)-+C. 


B= — 


: h 
La constante est nulle, car x — o donne C = log 1 — 0. Faisons r =-—, nous 
T 


h-r ; ie a : 
aurons l -r = T ; substituant, et changeant en différence le logarithme 


du quotient, il vient 
há 


l E APRA | EAN LT à 
og (£ +4) —logr— Se of Plate A etc, à 
cette équation donne, lorsqu'on passe à la limite, 

d 


logs A : dz 
= et par conséquent d logr— — A, 


équation de même forme que l'équation (30), page 21. 


NOTE QUATRIÈME (page 34) 


Supplément à la différentiation des fonctions de plusieurs variables. 


Si, comme dans l'art. 68, « est une fonction de trois variables indépen- 
dantes +, y, z, nous en trouverons la différentielle seconde en réunissant les 
différentielles de 


du du du 
a+ FF dus de du. (1), 


prises par rapport à chacune des variables ; mais pour cela il faudra observer 
que dr n'ayant point de différentielle seconde, à cause de l'indépendance de z, 
il en sera de même de dy et de dz, à l'égard de yet de z. Ainsi, en différen- 
tiant, nous traiterons les facteurs dz, dy et dz de l'équation (1) comme des 
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constantes, et nous aurons, en différentiant, 
d'u 


dydv 


JOUE du 
par rapport à £, +, de? + dydx ~- SDS dsdr, 
; d’u dih , dx 
par rapport à y, Pr HET dy FT dsdy, 


; du d'u du = 
par rapport à 5, 4 r” y -!- EE dz; 


ajoutant ces résultats, on aura pour la différentielle totale de l'expression (1), 


=. “dus 0... L Le 
du de Fat = de | 
2d°w dd’ 2 i 
+ date drdy FAR dxdz + dals dydz 


Si (u) n’était fonction que de deux variables x et y, ce résultat se réduirait à 
2 2, 6) 2 
du = T4 de + T dy Jelg dde (3); 

en continuant de différentier de la même manière les équations (2) et (8), on 
trouverait des différentielles troisièmes, quatrièmes, etc., de u; et, dans ces 
différentielles successives, on remarquerait aisément l’analogie qu'elles ont 
avec les puissances d’un binome, d’an trinome, etc., selon que la fonction se 
composerait de deux, de trois ou d'un plus grand nombre de variables. 

Dans l'hypothèse de l’art. 71, où, parmi les trois variables x, y, s que ren- 
ferme w, il n’y a que les deux premières qui soient indépendantes, il faut re- 
garder z comme ure fonction de x et de y dont on tiendra compte dans la dif- 


férentielle. Par conséquent, en remplaçant dz par È dr +E dy, la for- 


mule (1) pourra s'écrire ainsi : 
du , dudz du , dudy 
d (u= |= )dr -| -h 22) dy; 
Oena) ET dy ` dydz/ Y? 
et u, contenant z implicitement, sera ramené à une fonction de deux variables. 
La différentielle seconde de v se déterminera donc par la formule (3), pourvu 
que nous traitions z comme une fonction de x et de y; et la question se ré- 


d'u du d'u 


duira à obtenir les valeurs que prendront alors de” T dzdy’ et à les substi- 


tuer dans la formule (3). Pour cet effet, les équations (46) et (47), article 69, 
page 34, nous donneront d’abord pour les coefficiens différentiels du premier 
ordre de w, par rapport à x, à y et à la variable z considérée comme fonc- 
tion des deux autres, 


d(u) du , du ds d(u) du , du dz 


nesr T IFTA Ta "a e D dé: dy” (4); 
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différentiant la première de ces équations par rapport à x seul, d’après l'arti- 
cle 14, on aura ce coefficient différentiel 
Eo d'u , d’u dz , d'u d’z 

z R LET TE E de de sh 


1° partie de ——- 


différentiant ensuite la A des équations (4) par rapport à z, fonction 
de x, on aura cet autre coefficient cr 


d? (u) _ du d’ù dz 


2° partie de dz? ae Th =: Fis: dr” (6); 


nous n’ajouterons point à ce résultat le terme e ds 
. dz drdz 


règle de l’art. 14, parce qu’en mettant ce terme sous cette forme 


que devrait amener la 


dsdsde dz de  dsde dz dv 


on voit qu’il s'évanouit, par la raison qu'une constante n’a point de différen- 
tielle. Ajoutant donc les résultats (5) et (6), nous aurons pour le coefficient 
différentiel par rapport à v, 
de(u) _ d'u , 2d’u du ds , d'ud? 
de ii do ‘à T+ dz’ de | dz de" m); 
opérant de mème pour y, on trouvera 
d'u) _ du | 2du ds , dud’z | dudz 


dat don di T 
Il ne s'agit plus que de trouver T- On y peut parvenir de deux manières 


différentes, soit que l’on différentie la première des équations (4), par rapport 

à y et à z traité comme fonction de y, soit qu’on différentie la seconde des 

équations par rapport à v et à z traité comme fonction de x. Opérant dans la 

première hypothèse, nous obtiendrons, en différentiant la première des équa- 

tions (4) par rapport à y, 

pes pére ds EO (u) aaie.. gr ul de a an, 
dxdy  dædy ' dzdy` dx ‘ dz ` dxdy 


et en la différentiant par rapport à z, fonction de y, 


d’(u) __ d'u dz |, d’uds ds 
h VER ` dv’ 


PR a dydy drdzdy dy 


ajoutant ces deux parties, on trouvera 


d? (u) d'u du dz pdu d?s d'u dz , d’udz dz 
a day T dda! dr Nr ads + dd a dei 
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Pour obtenir la différentielle de #, dans l'hypothèse où les deux premières des 
variables v, y, z sont seules indépendantes, il faudra donc, comme le prescrit 
l'équation (3), multiplier l'équation (7) par dx’, l'équation (8) par dy’, et lé- 
quation (9) par 2dædy, et former la somme de ces produits ; mais en prenant 
cette somme, on aura soin d'opérer quelques réductions, en observant que 


et que cette équation étant différentiée, nous donne 


d?’z d’z d?z 


NOTE CINQUIÈME (page 35). 
Accord de la notation de Fontaine avec le signe de la division. 


Voici de quelle manière on pourrait démontrer directement que dans la 
\ 


nouvelle acception que donne le signe de la différentiation à l'équation = À, 


dy 
on. a le droit d'en déduire celle-ci : 
dx 12 1 
dy i 
Soit > 
PT A + Bh + Ch + DA- ete. ; 
donc 


s — x l 

y—y TRA —+B4-- Ch Dh -j ete. 
effectuant la division ou développant cette fraction à l'aide du théorème de 
Maclaurin, on obtient 


passant à la limite, on a 


dy TA 
ce qui montre qu'en regardant + comme une fonction de y, le coefficient dif- 
férentiel se trouve en divisant lunité par le coefficient différentiel A, qu'on 
obtiendrait en regardant y comme une fonction de v. 


NOTÉ SIXIÈME (page 128 et 131) 


Principe de la méthode des coefficiens tndéterminés. 


On peut démontrer de la manière suivante que, lorsqu'une équation, telle 
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que 

Az" LL Br”-1 LCzm-2,., LDrLE—=0.…. (1), 
a lieu quel que soit x, il faut nécessairement que chacun des coefliciens A, B, 
C, D, E, soit nul. En effet, puisque v peut avoir une valeur quelconque, fai- 
sons x = 0, l'équation (1) se réduira à E = 0; et comme E est indépendant 
de x, ce terme sera donc encore nul lorsque x n'égalera pas zéro ; d’où il suit 
que l'équation (1) se réduira à 


Az" -4 Ba”-' -H Cr™-2... -Dr = 0; 
supprimant le facteur commun x, il restera 


Az”-1 By Ca-3,,. LD—0. 


Appliquant à cette équation le même raisonnement que nous avons employé à 
l'égard de l'équation (1), nous prouverons que D est nul; et en continuant 
ainsi, nous trouverons successivement que les autres coefliciens le sont aussi. 

Dans mes remarques sur l'Algèbre, j'ai donné la démonstration suivante de 
ce théorème : soit l'équation 


Az" LL Br"-1 LE Cr... -Mr EN=0, 


dans laquelle x reste indéterminée. Il s’agit de prouver qu'on ne peut satis- 
faire à cette équation qu’en égalant séparément chaque coefficient à zéro. En 
effet, ou les termes de cette équation sont nuls par eux-mêmes, ou ces termes 
n'étant pas nuls séparément, composent plusieurs équations qui, étant ajoutées 
ensemble, forment la proposée; ou enfin la proposée ne résulte pas de la 
somme de plusieurs équations, et ne peut être satisfaite que par la destruction 
mutuelle de leurs termes. 

Dans ce dernier cas on sait, par la théorie générale des équations, que la 
proposée ne comporte pour + que m valeurs. 

Dans le second cas où elle est formée de la somme de plusieurs équations 
égales à zéro, pour que la valeur de x soit convenable, il faut qu’elle satisfasse 
en même temps à toutes les équations composantes; ce qui exige qu'elles aient 
un facteur commun. Par exemple, si les nombres z, €, 7, ete., satisfont à lé- 
quation somme, il faudra que les équations composantes admettent les mêmes 
racines, et soient divisibles par æ— %, par æ—€, par #— 7, etc., ou plutôt 
par (x — a) (x — ê) (x—1), etc. Or, ce facteur commun ne pouvant être d'un 
degré supérieur à celui de la moins élevée des équations composantes, est 
nécessairement d’un degré inférieur à celui de la proposée, ce qui limite en- 
core plus les valeurs de +. 

Enfin, si les termes sont chacun nuls, on aura les équations 


Art=0, Bei 0, Cr 20%; Mr= 0; N=0, 
dans lesquels x, devant conserver sa valeur indéterminée, ne pourra étre égalé 
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à zéro ; mais si l’on fait 
A=0, B=—=0, C—0... M—0, N—=0; 


la proposée sera satisfaite quel que soit x. 


NOTE SEPTIÈME (page 170) 


Intégration des fractions rationnelles qui, dans leurs dénominateurs égalés à zéro, 
contiennent des racines imaginaires et égales. 


L'intégration des fractions rationnelles de cette espèce se réduisant à celle 


Mdz 


de la formule ———— EL) TI mp Comme la manière dont nous avons intégré cette ex- 


pression, page 170, est un peu compliquée, nous allons indiquer un procédé 
moins direct, mais qui est en usage pour parvenir promptement à ce but. 


On supposera 
dz 


EFP E AE H / ppm O | 


ou, ce qui revient au même, 


ds 
Es. = Hehet fr Din 


différentiant, on a 
UE has PH (1 p) (Er) ds LR a 
EF) on a RS 
ou 
ds _ Hdz(s +) HE (A —p)sds KE (e+z)dz, 
EF ea O eF PE epe 
Pa Lou ti les Ne communs, On trouve 
H(6°—2) 2H (1 — p) -K (042); 
dut entre eux les coefficiens de 2°, et, d’une autre part, ceux qui en sont in- 
dépendans, on obtiendra 
1=H6-L Ke, H—2(1—p)H+K—0; 
ces valeurs donnent 
2p—3 


, À 
E= ye =p 


2(p— 1) 


H et K étant connus, on en substituera les valeurs dans l'équation (1), et l’on 
aura 


dei du 1 z (2p — 3) dz 
Jeta e ep tae ege 0 
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ainsi l'intégrale de ——— F < dépendra d'une autre, dans laquelle lexposant de 


2) 
la parenthèse sera moindre d’une unité. Si dans la formule (2) on suppose en- 


suite p—p— 1,on fera dépendre l'intégrale de EL de celle de... 


(e-+ 3°) Pi 


———; et en diminuant ainsi successivement l’exposant de la parenthèse 


(8 z Je 
d’une unité, on tombera surf Fr dont l'intégrale est (art. 276) page 145, 


1 3 
g arc (ang 5): 


+ 


NOTE HUITIÈME (page 177). 


Démonstration directe de cette proposition, que lorsque l'équation... 
a Pari Qr"-2,,, -Rr-4-S=0, est satisfaite par une valeur « mise à la 
place de x, cette équation est divisible par x — «. 


Pour commencer par le cas le plus simple et le plus fréquent, prenons l'é- 
quation du second degré 
a — br — a —0.:.. (1), 
et supposons que « et «' satisfassent à vette équation, nous aurons 
g — -ba — 4 = 0.. z (2), 
a — ba' — a = 0... . (3). 
l'équation (1) nous fournit cette identité : 
r — br —a=r — br —a.... (4); 
tirant la valeur de a de l'équation (2), et la substituant dans le second membre 
de l'équation (4), on obtient 
a — br —a= s — br — a’ -bz 
et par conséquent, 
a — Dr —a—(r— a) PAQUET E h . (8), 
x — a étant facteur commun du second membre, 
L’équation (5) peut se mettre sous cette forme 
a? -— br —a = (s—”) (v-a — b)... (6). 
Maintenant si l’on retranche l'équation (3) de l'équation (2), on obtiendra 


a «2 à (« — aez, 


(ea) (1-2) —b(—#)=o0, 
et comme 2 — %' est facteur commun, cette équation peut s'écrire ainsi, 


(«—#) («4 — b) =o, 
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et par conséquent, ; 
aa — b=—o, 

d'où l’on tire 

A a —b=— 4; 
substituant cette valeur dans le second membre de l'équation (6), on obtient 
enfin 

a — be —a= (v — *) (£ — a'). 

Ceci n’est qu'un cas particulier d’une proposition plus générale qu’on dé- 
montre dans les élémens d’algèbre, et qu'il est facile de déduire de la manière 
suivante de la note dix-septième (page 383). 


En effet, soit 
a” LAS Be"... LRI LS —0.... (7), 
une équation à laquelle < satisfait, nous avons donc 


am |- Aa™-t Ba”... LRatS—0.……. (8). 

La valeur de S tirée de l'équation (8) étant mise dans l'équation (7), on obtient 
a™ — 0 A ET ER (ne) LR (r — = Os (9); 
tous les binomes qui composent l'équation (9) étant divisibles par (x — «), en 
vertu du théorème démontré (note 17), il en résulte que cette équation est divi- 
sible par (x— z), et que cela a lieu également pour l'équation (7) qui est la 

même, quoique sous une forme différente. 

Par conséquent, si l'équation (7) est satisfaite par un nombre m de valeurs, 
x, 8, y, etC., cette équation renfermant les facteurs (x — a), (x — ê), (r— y), etc., 
qui sont en nombre m, elle sera exprimée par le produit 

(x — =) (r—6) (x — y) ete. —0. 


NOTE NEUVIÈME (page 186). 


Développement des puissances des cosinus et des sinus en fonctions des ares 
multiples, ow théorie des sections angulaires. 


Il existe une formule très-élégante, qui donne la valeur d'une puissance d'un 
cosinus en fonction des quantités cos z, cos 2r, cos 8x, etc., et une formule 
analogue a lieu aussi pour les sinus : il importe de les faire connaître; mais, 
avant que de nous occuper de cet objet, nous commencerons par donner la 
démonstration d’une formule imaginaire remarquable, que nous allons bientôt 
employer. 

Soit donc l'expression cos’? sin”>, qui est le produit des deux facteurs 
cos ç sin, Mecs À et coss— sinp y —1; OÙ NOUS FAO, cesse ares 


cos sin eV —1— F+, nous aurons en différentiant 
dFọ 


dp ~ "nP Heos eh = 1: 
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cette équation étant multipliée par _ÿ 1, devient 


-TV 1 =sinọ y — 1+-cos?; 


et puisque par hypothèse son second membre est égal à F?, nous avons 
d’où l’on tire 


et en intégrant, on trouve 


emn = m=i 
log F=? /—1=(p/— 1) loge=loge A ; 
passant aux nombres, on & 


1 


p 


Fp =e 


et en mettant pour Fọ sa valeur, on obtient 


cos, sin #/ pr OR NOTA 


Cette équation ayant lieu, quel que soit ọ, on pourra changer ç en mọ, et l'on 
aura encore h 


cos mo sin Ar a 


Il existe une autre expression de cette puissance imaginaire de e; car l’équa- 
‘tion (1) étant élevée à la puissance m, nous donne 


(cosọ-}sin y i=" =m gV 5i à 


Les seconds membres de ces dernières équations étant les mêmes, on a, en 
égalant les premiers, 


(cos sin oy — 1)"—cos mo -sin mọ V—1. (2); 


si l’on fait ?——? dans les équations (1) et (2), ces équations deviendront 


cos —?—Lsin—+p/ —1 Si TS .. (3), 
(cos — p+} sin — pẹ =T)” = cos— E ET, (4). 
Or, si ọ est représenté par larc AD, fig. 83, — ? le sera par AD’; et comme ces 
arcs ont les mêmes cosinus et des sinus de signes contraires, on aura 
cos —? = cos ?, sin—?—— sin? ; 
on prouverait de même que 


cos— m? = cos m?, et que sin — m? = — sin m? ; 
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substituant ces valeurs dans les équations (3) et = on obtiendra 


cos? — sing) — l =e ? pu (3), 
(cos? —sinọ — T)" —cosm?—sinm?}/ — 1... (6). 
Cherchons maintenant le développement de cos” x en fonction des arcs 


multiples de x, et sans employer les puissances des sinus et des cosinus. Pour 
cet effet, soient 


coss- sins y —1 =u... (7), 
cos x — sin v pi == 0, (0); 
ces équations, étant ajoutées, aa 
cos z= + (u—Lo), 
et par conséquent 


cos” s= 5 (u-} 0)”, cos"x— 3 (o—+u)"; 


développant ces binomes par la formule pe: on RE 
cos "=z" u” -4-mu"-' v- Le u"-2v°—Letc. | 
cos "rx |” mL moin MT DS Lu } 


ajoutant ces équations, on trouve 
241 cos" ru" + 0" 4- muv (u"-2 + 0"-2) 
pm D nos (ur 6-4) ete. (9) 
On tire des formules (7) et (8), 
w” = (cos x sin sy —1)", v”=(coss —sinsy — 1)"; 


mettant dans les seconds membres de ces équations leurs valeurs données par 
les formules (2) et (6), on a 


u” = cosms -sin mr y/ — ], 
4 pe (10) 


PE a peee 
v” = Cos me sin msy —], 


done 
u” -p o" =2cosmr, et u"v" =}, 
et par conséquent 


A A DO LL E, u=l, 
u"-2Lo"-2=—2cos(m—2)x, u”-70"-2 =l, 
u”-4i-o"-4—2cos(m— 4)r, u”-4o™-i=]l, 


etc. etc. etc. 
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à 
En substituant ces valeurs dans l'équation (9), on trouvera 


cos" z— [2 cos mx —L 2m cos (m—2)x 


+ 2m ste 5) æz-Letc.]..….. (11). 


Ce développement provenant de celui de (u -+ v)”, contient m-t} 1 termes; si 
l'on fait successivement m—2, m—3, m = 4, etc., et que l'on change les 
cosinus d’ares négatifs en positifs, en vertu de l'équation cos — ?—cos?, on 
formera le tableau suivant : 
cos s = + cos We +, 

cos3xr , 3Ccosx 

re 
cos 4x 
cosí x —— g ++ cos 2x +. 


cos? x = 


On peut abréger ces calculs, car les termes également distans des extrémités 
de la série, sont égaux. Pour le démontrer, nous remarquerons que les cosinus 
qui entrent dans l'équation (11) étant 

cosmr, COS (m—2)x, cos(m— #)x, cos(m—2 X 3) x, ete., 
ou plutôt 
cosmx, cos (m—2X 1)r, cos(m—2X 2) z, 
cos (mn — 2 X 3)x, etc., 


en considérant les nombres qui suivent le signe X dans chaque terme de la 
série, on voit que l’un de ces nombres indique celui des termes précédens. 
Ainsi le terme qui en a # avant lui, sera affecté de cos (m — 2n)r. A l'égard 
du terme qui en a » après lui, comme le nombre total des termes de la série 
est m-}-1, celui qui en a x après lui tiendra le rang m-}-1 — n, et par consé- 
quent, aura m —n termes avant lui; donc il renfermera l'expression 
i cos [m — 2 (m —n)] c= cos (— m -}2n) r; 
et comme nous avons vu qu’on avait le droit de changer le signe de l'are dont 
on a le cosinus, on aura i 
cos (— m-4- 2n) s = cos(m — 2n) v; 

donc les termes également distans des extrémités de la série ont les mêmes cosi- 
nus, et comme ils ont aussi les mêmes coefliciens (*), puisque ces coefficiens 
sont ceux de la formule du binome, il en résulte que ces termes sont égaux. 
Ainsi, lorsque m est impair, le nombre m-}-1 des termes de la série sera pair, 


(*) On peut le reconnaître en comparant le développement de (a + b)™ à celui de (b + a)™, 
écrit à rebours. 
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et il suffira de doubler les na — 


termes de la série ; si m est pair, m-}-1 sera impair, alors on ajoutera au terme 
du milieu, le double de ceux qui le précéderont. Ce terme tiendra le rang 


premiers termes, pour avoir la totalité des 


” i 1 dans la série, et, par conséquent, il sera affecté de cos (m — m)=— coso—1: 
9 Pp q co ? 


donc il ne contiendra pas de cosinus. 
Par un procédé analogue, on peut trouver le développement de sin”x, Pour 
cet effet, en retranchant l'équation (8) de l'équation (7), on trouve 
: isid ; w—v 
2sinsy — l =u—v; donc sins= — 


FET 


élevant les deux membres de cette équation à la puissance m, on aura 


1 
= (u — v)"; 
es 
si m est égal à un nombre pair 2p, on a 


(u — 0) = [(u — v} P= [(0— u) = (v a); 


sin"z = 


donc 
(u — v)" = (v — u)”. 
On développera les équations 
1 


1 
ay i" (2y —1)” 


et opérant comme nous l'avons fait ci-dessus, on trouvera 


sin”r — — v)” et sin"x = (w — u)”, 


sin"r— TESTS [cos — mcos (mm — 22m Les cos (m — 4x —- ete: | 


la quantité imaginaire (2}/ — 1)" disparaîtra du résultat, puisqu'elle est éle- 
vée à une puissance paire. 

Si m est égal à un nombre impair 2p- 1, on aura 

(u — PP = (u — v) X (u — D) = (0 — u)? X — (v — u) = — (0 — u) Pt, 
par conséquent 

(u— v)" = — (v -— u)", 
et 
(u — v)" 

2p = 
développant (u—+v)" et (v — u)”, par la formule du binome, et substituant ces 
développemens dans les équations (12), qu'on ajoutera, on aura 


sin" x = 


2sin”r = aal- o” — T wv (u"-—#"-2)Letc. J (13). 
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A ; ET PS 
retranchant les équations (10) l’une de l’autre, multipliant ensuite entre elles 
ces mêmes équations, et observant que la seconde opération nous donne la 
somme des carrés de sinmx et de cos mx, qui équivaut à l’unité, on trouvera 


u”— v” —9 sin mx /— 1, ao =l, 


En opérant de la même manière que ci-dessus, on changera donc l'équa- 
tion (13) en 
m{m—1) . 


ae E = — | sinme— "sin (m— 2) r- T2 ———sin(m—4)r etc. | 


Comme dans Bn hypothèse m.est impair, la puissance m— 1, à laquelle la 


quantité 2 1 est élevée, est paire, ce qui fait évanouir l'imaginaire y —1. 


NOTE DIXIÈME (page 208) 


Moyen de déterminer les volumes des corps dont la surface peut être exprimée par 
* une fonction d’une même variable. 


Lorsque les solides ne sont pas de révolution, on pent quelquefois en déter- 
miner le volume à l’aide d’une simple intégration, sans faire usage de la for- 
mule (96), page 207. C'est ce que nous allons exécuter à l'égard de la pyramide 
ABCD, fig. 125. Pour cet effet, concevons une section GFE, parallèle à la base 
DBC, et du sommet A abaissons une perpendiculaire AH surla base DBC; nom- 
mons + et À les parties Al et IH de cette perpendiculaire, comprises entre le 
point A et les plans DCB, GFE; laire du triangle GFE diminuant ou augmen- 
tant, selon la valeur que l'on donne à x, est une fonction de x; on a donc 


GEF = fr, DBC— f(x +-h). 


Le volume de la pyramide AGFE étant aussi une fonction de x, nous pourrons 
supposer 
vol. AGEF— gr, vol. ADBC—?(r-h). 


Or, il est évident que la pyramide tronquée GB, qui est la différence de ces 
volumes, sera moindre que le volume du prisme qui a BCD pour base et 4 pour 
hauteur, et surpassera le volume du prisme qui a EFG pour -base et k pour 
hauteur. Le rapport de ces prismes est 

fa +h)h _fe+ h). 

RTN lier : TN 
dans le cas de la limite, ce rapport devenant égal à l'unité, à plus forte raison 
le rapport qui existe entre le tronc de pyramide GB et l'un de ces prismes, 
sera alors égal à l'unité. Le volume du tronc de pyramide étant représenté par 
#(&Lh)— 9x, le rapport de ce volume à celui du prisme dont GFE est la base 
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et À la hauteur, sera 


d?r d’ex h 
er h)— pr _ de gi de? ce 
feh T fe 
passant à la limite, nous aurons 
der 
uh ou dpr=fr.dx.... (1). 


Par la méthode des infiniment petits, on serait parvenu au même résultat ; 
car, en concevant la pyramide comme composée d’une infinité de tranches 
parallèles à sa base, chaque tranche pourrait être considérée comme un prisme 
dont fx serait la base et dr la hauteur ; donc fr.dx est l'élément de la pyra- 
mide. 

Pour déterminer maintenant le volume de la pyramide, soient B l’aire de 
sa base DBC et A sa hauteur ; nous aurons 


Bises Asa 


donc | 
Bz’ 
p= T’ 
substituant cette valeur dans l'équation (1), on trouvera 
Ba? 
d?z—"— dr, 
fa dr 
et, en intégrant, 
"EE 
st : 4 


Le volume AGEF, représenté par gx, s'évanouissant lorsque v=o, il n’y a 
point de constante à ajouter ; si l'on fait ensuite v= A, on aura, pour l’inté- 


grale définie, l'expression = qui est celle du volume de la pyramide ACBD. 


En général, si la section GFE, au lieu d'être an triangle, est une surface 
quelconque, pourvu que cette surface soit une fonction de x, on démontrera, 
comme nous l'avons fait pour la pyramide, que l'élément du solide a pour 
expression fr.dx. 


NOTE ONZIÈME (page 208). 


Expression de la projection sur une surface plane. 


Pour démontrer que la projection d’une surface plane sur un plan, est égale 
au produit de cette surface par le cosinus de son inclinaison, nommons y l'an- 
gle de projection qu'une surface A fait avec une surface B; la surface A étant 
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inclinée sur l’autre, la rencontrera nécessairement ; placons l'axe des x à leur 
commune section, et supposons que les ordonnées y de la surface B soient 
perpendiculaires à cet axe; il est certain que toute ordonnée y de cette sur- 
face aura y cos « pour projection sur l’autre; par conséquent l'élément de la 
surface A étant représenté par ydr, article 348, celui de la surface B le sera 
par y cos ydr; prenant les intégrales, nous aurons 
A=fydr, B—/ycos,dr = cosy fydr; 
éliminant /ydx entre ces équations, nous trouverons 
B= A cos;,. 


NOTE DOUZIÈME (page 208), 


Expression du cosinus de langle formé par deux plans, déterminée directement 
par un procédé nouveau. 


Proposons-nous directement de résoudre ce problème : trouver le cosinus 
de l'inclinaison de deux plans. Soient DB, DC, CB, fig. 126, les traces d’un plan 
DBC sur les plans coordonnés, dont les axes rectangulaires sont dirigés suivant 
les droites AB, AC et AD; nommons AB, a; AC, b; AD, c; et représentons par 
z, p, y, les angles que le plan DBC forme avec les plans des y, z, des x, z et 
des x, y. Les projections de la surface BCD sur ces plans étant, a D nous 
aurons, d’après la note précédente, 
ac 
9° 
élevant au carré chacune de ces équations, si l'on en prend la somme et qu’on 
remplace par l'unité celle des carrés des cosinus, on obtiendra, après avoir 


tiré la racine carrée, 
DBC =y eb be Lac; 


substituant cette valeur dans la première des équations (1), on en déduira 


—— > (2). 
yotni 


Soit maintenant Av -}-By-}-Cz-}-D =o, l'équation du plan DBC; si lon fait 
y=o, on aura As C3 D—0, pour l'équation de la trace DB. On tire de 
cette équation 


DBC cos; —%, DBC cosa = à, DBC cos € — (i); 


00$? == 


4 


Comme on sait que dans l'équation de la ligne droite mise sous cette forme, 
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le coefficient de v représente la tangente trigonométrique de l'angle formé par 
la droite avec l'axe des x, nous aurons done 


tang DBA = — à 


mais le triangle rectangle DBA nous donne ` 
c 
tang DBA=-; 
a 
en comparant ces deux valeurs, on a , 
‘MES a 
PTT 
faisant ensuite r =o, dans l'équation du plan, pour avoir celle de sa trace sur 
le plan des x, y, on trouve de même 
pra. 
ETT 
substituant ces valeurs dans l'équation (2), on obtient 


1 
cosy = — 


Te p 
y te Le 


Si l'on divise maintenant l'équation du plan par C, et qu’on la différentie suc- 
cessivement par rapport aux variables x et y, on trouvera 
ds __ Ads  B 
du 7 C'dy  C’ 
substituant ces valeurs dans celles de cos 7, on aura enfin 
1 


NOTE TREIZIÈME (page 235). 


cosy == 


Comment une courbe à double courbure peut étre construite au moyen de dewr 
équations entre trois variables. 


Il est facile de prouver que les équations (154), page 235, appartiennent à 
une courbe à double courbure. Pour cet effet, changeons les y en z et les z 
en y, afin de placer les axes coordonnés d’une manière plus commode pour 
notre démonstration ; nous aurons les équations 

z -| 2ry -+ y = 0... (1), 
2x + 3y — 2 = 0... (2). 
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Si la première existait seule, on pourrait, par son moyen, construire une sur- 
face courbe. En effet, si par tous les points du plan des x, y, que nous sup- 
poserons, comme l'ordinaire, horizontal, nous élevons des perpendiculaires, 
les valeurs en seront déterminées au moyen de l'équation (1); et l’on sent que 
les extrémités de ces ordonnées z constitaeront une surface courbe. Lorsque 
quelques-unes de ces ordonnées sont imaginaires, c'est un indice que la surface 
ne s'étend pas dans les endroits où subsistent ces ordonnées imaginaires. 

Si maintenant nous avons égard à l'équation (2), nous établissons, par cela 
mème, entre v et y une relation qui assujétit les pieds des ordonnées x à être 
sur la courbe qui appartient à l'équation (2), et l'on voit que, dans ce cas, les 
extrémités des ordonnées z ne forment plus une surface, mais une courbe. Le 
système de ces ordonnées z constitue alors une surface cylindrique, dont l'in- 
tersection avec le plan des x, y, est donnée par l'équation (2). C’est l'intersec- 
tion de cette surface avec celle que détermine l'équation (2), qui forme la 
courbe dont nous venons de parler; et il est évident que cette courbe est à 
double courbure, puisqu'on sait que l'intersection de deux surfaces courbes 
forme une courbe à double courbure. 


NOTE QUATORZIÈME (page 242) 


Valeur indéterminée, que, dans l'hypothèse d’une solution particulière, prend 
quelquefois la constante éliminée, lorsque l'équation de condition ne renferme 
que des variables. 


La recherche des solutions particulières d’une équation différentielle du 
premier ordre nous a conduits, art. 439, au cas où l'équation de condition 
g—0 ne renferme que des variables, et où la combinaison de cette équation 


avec l'intégrale complète amène ce résultat c = —. 2, C'est ce qui arrive lorsque 
o 


c wentre qu'au premier degré dans l'intégrale complète u= 0. 
En effet, cette intégrale est alors de cette forme : 


P—cQ—0.… (1); 


et par P et Q nous désignons des fonctions de x et de y. Si nous différentions 
cette équation par rapport à x, à y et à c, nous aurons 


dP-HcdQ—+-Qde—0... (2); 


et puisque les variables renfermées dans P et dans Q sont x et y, nous pour- 
rons représenter 
dP par Mde + Ndy, 


et 


dQ par mdr + ndy. 
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Substituant ces valeurs dans l'équation (2), elle nous donnera 
(ani de h de—0. 
N+-cn Neon 


Dans l'hypothèse d’une solution particulière, le terme affecté de de s'évanouit 
et nous donne 


dy = — 


us 
N -en 
Cette équation, qui ne peut se réduire, parce que Q ne renferme pas c, n'est 
satisfaite qu’en faisant N—-cn—c , ce qui donne c =% , ou en faisant Q=0. 
Le premier cas nous fait retomber sur une intégrale particulière, puisque tou- 
tes les intégrales de cette nature sont comprises dans les valeurs qu’on donne 
à c depuis zéro jusqu’à l'infini. Nous n'avons donc, pour déterminer notre 
solution particulière, si elle existe, que l'équation Q =; mais, lorsque Q—0, 
l'équation (2) se réduit à 

dPLcdQ—0; 
si l'on en tire la valeur de c, et qu'on la substitue dans l'équation (1), on ob- 
tiendra 


aP 
P — PTa = 0, 
ou, en chassant les dénominateurs, 
PdQ — QdP=o.... (3); 


ainsi, dans le cas présent, l'intégrale complète u=0 et la proposée U—0 ne 
seront donc autre chose que les équations (1) et (3). On tire de la première 


P 
C——— ; 


? 


EU. ` 
cette valeur de c se réduit à - lorsque P et Q ont un facteur commun que fait 
o 


évanouir une valeur donnée aux variables, et que nous mettrons en évidence 
en faisant P=)P et Q—?Q". Alors les équations (1) et (3) deviendront 
MP'ÆcQ')—=0, à(P'dQ —Q'dP)—0... (4). 

La seconde, qui représente la proposée, renferme par hypothèse des termes 
en dx et en dy, qui ne peuvent se trouver qu'entre les parenthèses, puisque 2, 
sous le rapport de facteur de la première des équations (4), ne saurait renfer- 
mer que des x et des y; et comme l'opération de la différentiation tend à di- 
minuer les exposans des variables, il faut que les variables soient plus élevées 
dans la première équation que dans la seconde, qui en dérive, et que, par 
conséquent, P'-}-cQ', qui ne leur est pas commun, soit une fonction de x et 
de y; et comme d'ailleurs PL. cQ contient une constante arbitraire ¢ qui ne se 
trouve pas dans ?, on voit que P'+-cQ a tous les caractères de l'intégrale 
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complète, et que }, au contraire, ne peut être qu’un facteur étranger à l’équa- 
tion différentielle. 


NOTE QUINZIÈME (page 245). 


Suite de la Théorie de Lagrange sur les solutions particulières, présentée avec 
quelques modifications. — Moyen d'obtenir la solution particulière d’une 
équation différentielle du premier ordre, sans recourir à Pintégrale complète ; 
démonstration de la propriété des solutions particulières de faire devenir infini 
le facteur qui rend intégrable une équation différentielle du premier ordre. 


Nous avons vu qu'une équation différentielle du premier ordre 
Mdz-LNdy— o étant donnée, on pouvait la considérer comme le résultat de 
l'élimination d’une constante c entre l'intégrale complète et sa différentielle 
y=pdr, et que le résultat était le mème que si, en supposant cette constante 
variable, l'élimination s’effectuait entre l'intégrale complète F (x, y, e)—=0 et 
dy—pdx+-qgde, mais sous la condition qu’on eût q= 0. De même, si l’on ad- 
met que l'équation différentielle du second ordre, 


d’y diii p 
M dr +N à Pen, 


soit le résultat de l'élimination d'une constante que l’on aurait fait varier, 
comme on a dans ce cas les deux équations 
dy=pdzx+-gde, a M pds gde... (1), 


on voit que pour qu’elles se réduisent à 


à 0 ; 
dy =pdr, età d. =p dr, 
il faut qu’on ait ces deux équations de condition 
g=0, g—=0; 


et que, pour les réaliser, il ne suffirait pas de disposer seulement de c, car cela 
ne remplirait qu’une condition; mais comme l'intégration de l'équation du 
second ordre a introduit deux constantes arbitraires dans l'intégrale complète, 
on disposera de ces deux constantes pour que les équations q=0, g —0 aient 
lieu; et il n’est pas besoin de dire que c sera l'une de ces constantes. 

Pareillement, la détermination des solutions particulières d’une équation 
différentielle du troisième ordre, dépend des équations q= 0, g =0, g”—=0; 
et en général, pour obtenir une solution particulière de l'équation différentielle 
de l'ordre n, il faut le nombre n d'équations de condition : 


g—=0, g=0, g'=0, g’—0, etc... (2). 
Mettons-les sous une autre forme. Pour cela, les équations (1) nous montrent 
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que get g ne sont autre chose que ce qui multiplie de dans les différentielles 


de yet de A prises par rapport à c. On a donc 


= y dy 
T1 de 1 — drde’ 
et, en général, on voit que les équations (2) reviennent à 
dy dy Me d'y 
D" FPR Pan dé ?: Dés —?°: etc... (3). 


Il est essentiel de remarquer que ces équations ne peuvent avoir lieu jusqu’à 


ar dy , : e : 
linfini. En effet, z étant successivement différentié par rapport à x dans les 
. dy dy d'y dy è 
expressions ——, : ———, etc., on peut regarder —= comme une certaine 
P de”. deda’ dedz? ESE 5 de 


fonction de x, que nous nommerons Y; et, en supposant que v devienne æ+-h, 
le théorème de Taylor nous fera obtenir ce développement 


dY k gY # 
+i n AET E ton (4); 


ou, en restituant la rer de Y, 
d'y A 
Ar LE -E in 
Or, tous les coefficiens des puissances de 4 étant nuls en vertu des équations (3), 
qui, par hypothèse, auraient lieu jusqu’à l'infini, il en résulterait que quand x 
deviendrait ++ h, l'équation (4) se réduirait à son premier terme Y; ce 
: ed x : 

qui montre que dans ce cas Y, c’est-à-dire nA serait constant. Mais quand 
dy dy 


A est constant, c n'étant combiné qu'avec des constantes, l’équation EED o 


devrait nous conduire à c= constante. On voit donc qu’alors la solution parti- 
culière se changerait en une intégrale particulière, ce que nous ne suppo- 
sons pas. 

Il résulte de ce qui précède, que les équations (3) ne peuvent avoir lieu jus- 
qu'à l'infini; c'est sur cette considération que repose la solution de ce problème 
important résolu par Lagrange, et à laquelle nous ferons subir quelques mo- 
difications : Une équation différentielle du premier ordre étant donnée, trouver, 
sans recourir à l’intégrale complète, la solution particulière qu’elle peut avoir. 
Soit « l'intégrale complète qui sera une fonction de v, de y et d'une constante 
arbitraire c; la différentielle de w sera représentée par 


mdr -+ ndy = 0... (5), 
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et nous la mettrons sous cette forme : 
mn 
Wu de... (6): 


Dans le cas qui nous occupe, cette équation est censée avoir conservé la con- 
stante arbitraire (*); par conséquent, nous pourrons éliminer cette constante 


entre dy=— = dv etu—0. Tirant donc de l'équation (5) la valeur de c en fonc- 


tion de x, de yet de A nous obtiendrons 


d 
c LÉ VE à) 


équation que, par abréviation, nous écrirons ainsi : 
ep (7): 
Cette valeur étant mise dans l'équation #—0, nous aurons une équation du 
premier ordre, que nous désignerons par U—0, ou plutôt par 
Mdz + Ndy=0 ; 
cela posé, si nous différentions U—0, par rapport aux trois variables x, y et p, 
nous obtiendrons 


Tapi Jot dọ = 0; 


et parce que y ne varie qu’à cause de la valeur arbitraire què nous donnons 
à +, nous pouvons écrire ainsi cette équation 
dU dy dU 
dr —d? = 0... (8). 
(+ Hal er “ha (8) 
Or, si lon fait attention que, dans une fonction de deux variables, le premier 
terme de la différentielle s'obtient en regardant l'une de ces variables comme 
constante, et en faisant varier l’autre, on reconnaîtra que dans l'équation (8), 
qui, sous un certain point de vue, ne renferme que deux variables, x et ? (**), 
e est constant dans le terme 


daU , dU dy\ a 
o+ dy p)ar. 
Ce terme n’est autre chose que la différentielle de # prise par rapport aux va- 


riables v et y, et dans laquelle le signe ? serait substitué à c. Or, cette diffé- 
rentielle nous est donnée par l'équation (5) : et, comme le second membre de 


(*) Si l'intégrale complète ne renfermait la constante arbitraire qu'au premier degré, et dans 
un terme de cette forme ac, elle s'évanouirait par la différentiation, et l'élimination de ¢ serait im- 
possible ; mais alors 4 élant constant, la proposée ne comporterait pas de solutions particulières. 

(**) Cela provient de ce que y est traité comme une fonction de s. 
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cette équation nous indique que la destruction de tous les termes doit s’opérer 
dans le premier, indépendamment de c, on sent qu’il en sera de même lors- 
que ? tiendra la place de la constante arbitraire c. Il suit de là que la partie 
qui est renfermée entre les parenthèses dans l'équation (8) doit être identi- 
quement nulle, et que, par conséquent, cette équation se réduit à 


dU 
— d? =b... (9). 
ET d?=—0... (9) 


On y satisfait en faisant 


d?—0 PR EP (10); 


d? 


a i d 
et puisque ce n'est que par abréviation que nous avons remplacé + (z, Y, g) 


par p, on voit que la première des équations (10) revient à 
dy 


de (= ve) =o (11), 


et par conséquent est une équation différentielle du second ordre. Cette équa- 
tion, étant intégrée, nous donne 


? (z, Y» F) =eonstante... (12). 


D'un autre côté, la proposée U—0 subsiste entre les mêmes variables x, y et 

d a pour A 3 tuer tes 

T Voilà donc deux équations du premier ordre d'une même équation (11) du 
v ə 


A RE d $ 
second ; par conséquent, en éliminant entre elles on obtiendra une fonc- 


tion de x et de y et de la constante arbitraire c renfermée dans l'équation (12). 
Le résultat de cette opération sera donc l'intégrale complète, art, 429, p.235. 
Pour effectuer l'élimination dont il s’agit, il suffit de chasser seulement + de 


$ A Re f d 
l'équation U =o à l'aide de celle-ci : ? = constante; car alors tous les termes © 
v 


contenus dans ọ, et qui n'existent pas ailleurs, disparaitront du résultat. Cela 
se réduit évidemment à changer ? en c dans l'équation U =o, ce qui nous fait 
retomber sur u= o0. 


NN de d "er FORT 
Si l'élimination de £ entre l'intégrale du second facteur de l'équation (9) 
et la proposée U—0 nous ramène à l'intégrale complète, nous allons reconnai- 
ARR d eve 
tre que l'élimination de entre U= o et l'autre facteur de l'équation (9) va 


nous conduire à la solution particulière, 
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En effet, si l’on élimine z entre U= 0 et = = 0, on voit d’abord que nous 
? 


n’introduisons pas de constante arbitraire dans le résultat, comme par l’opé- 
ration précédente, attendu qu'ici l'élimination s'effectue sans qu’on intègre 


au > $ PATTA d : 
préliminairement — J . Il suit de là que l'élimination de Kentre cesdeux équa- 

z ; 
tions différentielles du premier ordre ne peut nous conduire à l'intégrale com- 
plète, qui contient nécessairement une constante arbitraire. Pour procéder à 


ATEEN ES | dy 
cette élimination, remarquons qu’elle se réduit à celle de +, puisque ne se 


trouvant nulle autre part que dans ;, disparaîtra du résultat avec ;, et comme 
ce résultat ne conserve aucune trace de ?, qui entre partout où entrait c, on 


TEHAS lu y 
sent que cela se réduit à éliminer c entre u= 0, et I ~O mi sont ce que 


deviennent U = 0 et a! 


du 
Tia lorsqu'on y change + en c. Or, — étant le coeffi- 


de 
: pa. A J FR du 
cient différentiel de de, on voit que l'élimination de centre u et — = o est pré- 
q d P 


cisément l'opération qu’on exécute pour parvenir à une solution particulière. 

Cherchons maintenant à satisfaire à la condition exprimée par la seconde 
des équations (10). Pour cela, si nous y remplaçons + par sa valeur donnée par 
l'équation (7), nous obtiendrons 


—— 0e. (19). 


On ne voit pas d'abord comment on peut exécuter cette différentiation par 
rapport à c, qui ayant été éliminé de U, ne doit pas se trouver dans dU; cette 
élimination de c nous a seulement appris que U est une fonction de x, de yet 


d 
de T, et que par conséquent dU ne peut être que de cette forme : 


Pdr -+ Qdy—-Rd. Yo... (14. 


mais si c n’est pas en évidence dans cette valeur de dU, il y existe du moins 
d’une manière implicite; car nous savons que y est une fonction de x et de c, 


i M. VC : 
et que, par conséquent, dy et d. Le doivent tenir lieu des valeurs suivantes : 


dy _ 
d. da ge pE à 3% 
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1 


Par l'hypothèse de e constant, ces valeurs se réduisent à 


dy 
dy = E dz 
età 
dy dy 
+ Ta 


équations dont les seconds membres expriment la condition expresse que la 
différentiation soit prise par rapport à x seul, condition que nous admettons 
tacitement dans l'équation (14), lorsque nous y supposons c constant; mais 
lorsque c est variable, il faut mettre dans l'équation (14) les valeurs de dy et 


de d. i, données par les équations (15), et nous aurons 


par-o (F2 ae- de) + “in de) 0. … (16). 


Voilà ce que devient dU lorsqu'on pris c comme variable, et l’on voit qu'on a 
dU dy 
D 17). 
de br fu ie 5 dc 
Présentement, si l'on passe à l'hypothèse d’une solution particulière, on a, en 


vertu de l'équation (13), T o, ce qui réduit l'équation précédente à 


Si lon suppose à présent que cette équation ne renferme point de quantités 
transcendantes, et qu’on ait eu soin, dans les opérations subséquentes, de se 
débarrasser des radicaux par des élévations à diverses puissances, et même 
des fractions, les nn Pet Q que contient l'équation (14) ne pourront 
devenir infinies. Cela posé, < étant nul en vertu de l'équation (170) page 241, 
qui exprime la condition de la possibilité de l'existence d’une solution parti- 
culière, on voit que l'équation (18) se réduit à 

dy 


des — 0 (19); 
; 2 d’y ` n > 
or, il peut arriver ces deux cas : ouga est aussi nul, ou il ne l'est pas; dans 
v 


cette seconde hypothèse, c’est donc le facteur R qui, devenant nul, satisfait à 
re Pa ARA. 

l'équation (19) ; mais si, au contraire, A I est nul, l'équation (18) est satisfaite 

indépendamment de Q et de R, et par conséquent Q et R peuvent conserver 

des valeurs finies. Gardons-nous cependant de conclure que R n'est pas nul ; 

car si, en traitant y comme une fonction de x, l'on différentie l'équation (18) 
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par rapport à cette variable indépendante x, on trouve 


d'y d'y daR dQ dy _ 
" Bode dede (e p; 7) O dede Fe ON 
d’y 
drdc 
infinis d'après la remarque faite au sujet de l'équation (18), il en résulte que 


d 
Les quantités et z étant nulles, et leurs coefficiens ne pouvant devenir 


3y 

l'équation (20) se réduit à R Et o, et, par conséquent, donne R =o, lors- 
DY west 1. Si t 2 

que zde ” ‘est pas nul. Si, au contraire, de 


L étaitnul,on prouverait de même 


díy a 
Trda et que TT aa „ devrait être nul pour que R ne le fùt 
pas. En continuant ce même AA on tombe à la fin sur un coeffi- 


qu’on aurait R——- 


cient différentiel ——— s qui ne sera pas nul, parce qu'il a été démontré que les 


d'y 
d'xde 
équations (3) ne ati "A avoir lieu jusqu'à l'infini. Il résulte de cette dé- 
monstration que R, qui conserve toujours la même valeur, étant nul dans un 
cas, l'est pour tous. Mais puisque R est nul, l'équation (14), mise sous cette 


forme 


Po% Ee p ra (21), 


se réduit à 
P+Q Yo... (22). 


D'un autre côté, la même équation A nous donnant 


d 
a OTA iak 
on voit que, dans notre hypothèse d’une solution particulière, l'équation (22) 


et la valeur de R qui est nulle, réduisent celle de 2 à + 


Il résulte de cette théorie que, dans le cas où une solution particulière peut 


+ Le AU ANS , TE STN. 
exister, on a l'équation y (**), et que cette équation entraine la nécessité 
de 


dR de 
(*) Observons que ce que nous représentons d’une manière abrégée par de 3” et par dx 
revient à ; 

R dy dQ dy 
de Han pi ru FERFAL 

(*) Nous avons vu que l'équation U = o n’était autre chose que la proposée, considérée comme 

l 
résultat de l'élimination de c; quant à celle-ci au = 0, elle nous dit seulement que les termes 


de 
qui, dans cette proposée, proviennent de la variation de la constante arbitraire, sont nuls. 
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d? 
que la valeur de T3 se réduise à ?. Les deux termes de cette fraction, c'est-à- 


dz’ 0° 
dire le numérateur et le dénominateur de celle qui est la valeur de $” z 
à zéro, nous fourniront deux équations qui, si elles s'accordent avec U—0, 
donneront la solution particulière. 
Prenons pour exemple l'équation 


dy d 
z+y = Very C’... (28). 


élevant au carré et réduisant, nous ferons disparaitre le radical, et nous au- 
rons 


, égalés 


dy 
2 L2ry MS (c?—2)—0; 


différentions en regardant dx comme constant: on obtient 

d'y N xdr -ydy y 

dz? (æ— 06) dy — xydx ? 
égalant les deux termes de cette fraction à zéro, et divisant par dr, nous 
aurons 


d 
2 +yT 0. (22 — c’) d m E (24); 


TE d jm : 
éliminant z entre ces équations, et supprimant ensuite le facteur commun, 
v 


on trouvera 
p+r; 
et comme cette équation satisfait à la proposée, on voit qu'elle est une inté- 
grale particulière. 
Cherchons encore à reconnaitre si l'équation 


dy 
15854 V 


comporte une solution singulière. Pour cet effet, nous ferons d'abord disparäi- 
tre le radical, en élevant les deux membres au carré, et réduisant, nous trou- 
verons 


y — 2ry - 2 4? = 0; 


Cette équation se réduit à : quand v= o; mais cette hypothèse ne satis- 
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faisant pas à la proposée, ne peut nous conduire à une solution particulière. 

Conformément à l'observation qui nous a été fournie par les équations (177), 
page 244, il ne faudra pas-se borner à l'hypothèse de y fonction de x; mais 
en supposant ensuite + fonction de y, on cherchera les solutions particulières 

i F t : 17 dx 
qui peuvent être données en égalant à zéro la valeur de — 

dy’ 

Unesolution particulière opérant la destruction mutuelle des termes de l’é- 
quation différentielle à laquelle elle appartient, n’en est qu’un facteur qu’on 
peut mettre en évidence à l’aide d'une transformation. Nous avons vu, par 
exemple, que z? y? — a° =o était la solution particulière de l'équation 

(edr ydy} = dy (2? y — a)... (25); 
si nous faisons 2° y — a= 2", nous aurons 
xde -+ ydy = zdz; 
substituant ces valeurs dans l'équation (25), elle deviendra 
z (d — dy)=0; 
ce qui montre qu'effectivément la solution particulière représentée par z° est 
un facteur commun de la proposée. 

Une autre propriété des solutions particulières est de faire devenir infini le 
facteur qui rend la proposée une différentielle exacte. Pour le démontrer, nous 
mettrons l'intégrale complète sous une forme u — constante. Une valeur qui 
satisferait à cette équation devrait donc donner du—0, parce que la diffé- 
rentielle d’une constante est nulle. Réciproquement toute valeur qui ne satis- 
fait pas à u= constante ne peut donner du = 0; or, ce dernier cas est préci- 
sément celui d'une solution particulière qui, parce qu'elle ne satisfait pas à 
l'intégrale complète, ne saurait opérer la destruction mutuelle des termes 
dont se compose sa différentielle immédiate ; or, cette différentielle immédiate 
n’est autre chose que à (Mdzx--Ndy). Il faut donc que la solütion particulière 
ne puisse rendre égal à zéro le second membre de cette équation : 

1 (Mdv -}- Ndy) =du ; 


ou, ce qui revient au même, de celle-ci : 
dy dlu) 
M | = — (*). 
(m+n) dr y 
On tire de cette équation 


; d 
— se (20) 


mn 


dx 


d(u) 
v 


{*) Nous désignons ainsi la différentielle totale de w prise en regardant z comme variable indé- 
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mais, par sa nature, la solution particulière, quoique ne satisfaisant pas à l'é- 
> d Tuf à d d 
quation 2 (x +N g= 0, satisfait pourtant à celle-ci, M -+ N T0; c'est- 


à-dire en rend nul le premier membre. Cela réduit donc l'équation (26) à 


Par exemple, l'équation 
ad ydy = dy y y —a…. (27) 


d n ER. s E 1 
devient une différentielle exacte lorsqu'on la multiplie par ——, et 
Veye 


donne 


aussi voit-on que la solution particulière x° y — a° = 0 rend le facteur...... 
1 


—= infini. 


Var 


NOTE SEIZIÈME (page 262). 


Nouvelle démonstration concernant l'intégration des équations différentielles 
partielles. 


On a vu, art. 484, que si en intégrant l'équation 


ds dz r 
ds TM AA (1), 


dans laquelle M et N sont des fonctions de x, de y et de z, on obtient deux 
intégrales U= & et V =b, on avait nécessairement a—#b. La démonstration 
de ce théorème étant très importante, nous avons cherché à lui donner le der- 
nier degré de rigueur de la manière suivante : 

U et V étant des fonctions de v, de y et de z, les constantes a et b peuvent 
ètre aussi considérées comme des fonctions de ces mêmes variables, en vertu 
des équations U= a et V=b; par conséquent, si l’on différentie successive- 
ment ces équations, on aura 

da—Xdx -Ydy -+ Zdz (2); 
db= X'dx + Y'dy + Z'ds| "°" t 


dlu 9 ` aii : 
pendante, pour ne pas confondre gu avec le coefficient différentiel — , qui suppose que toutes les 
dx dx PI 4 


autres variables, hors x, sont regardées comme constantes dans ce terme. 
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ces différentielles doivent être nulles, par la raison que a et b sont constans ; 
ainsi, les équations da — 0, db= o0, nécessitent celles-ci : 
Xdr -+ Ydy -+ Zdz —0 3 
Xe Ydy demo ("7 7: 
Si dans ces équations, divisées par dx, on substitue les valeurs de ds et de dy, 
tirées des équations (221) 
dz-}Ndr =o, dy — Mdr =o.... (4), 
donnée page 258, on aura 
XYM—ZN—=0, X'ÆYM—ZN—0; 


on tirera de ces équations 


mu ZX =XZ XY—YX 
Me. =: D : “1 à 


substituant ces oi de M et de N dans l'équation (1), on obtiendra 


ZX'—XZ'ds XY- YX 
DAT ZÝ dy ZY=2Y p 0 


les coefficiens Sn i se déduisent des équations (4) qui donnent 


dr dy 
dz dy _ ds dzdr _ N f 
ch REA dy — dx dy k Me (6); 


dz dz à 3 : : 
mettant ces valeurs de pE et pm dans l'équation (5), et faisant évanouir le 


dénominateur, on trouvera 


=—(Z'Y— ZY')N—(ZX —XZ) a+ XY—YX=0.... (7). 


Les quantités X, Y, Z, qui entrent dans cette équation, ne sont pas toujours 
connues, puisqu'elles ne doivent être données qu’en différentiant les équations 
U—a et V—b. Cherchons donc à éliminer X, Y et Z de notre résultat. Pour 
cet effet, en regardant z comme une fonction de x et de y, nous tirerons des 
équations (2) 


a PRE PORTE 
ee “Vie “ati 
da dz db i , dz 
DEERE DL +z dr? 


: dz dz í j 
mettant dans ces expressions les valeurs de T“ de Ty données par les équa- 
s y 


tions (6), et tirant les valeurs de X, de Y, de X’ et de Y’, nous trouverons 


da t y=% 
Km +-ZN, re 

da , AN , db 
ME i dy Fr $ 
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substituant ces valeurs de X, de Y, de X’et de Y’, dans l'équation (7) et rédui- 
sant, nous obtiendrons 

dadb _dadb y 

dxdy dy dr” A 
Cette équation nous apprend que a est fonction de b; et en effet, si nous avons 
a—Fb, en différentiant cette équation, nous trouverons 


da =çb db, 
d'où nous tirerons 
da __ , db da a 
de © dr dy — ay’ 


éliminant #b, nous trouverons l'équation (8). 


NOTE DIX-SEPTIÈME (page 301). 


Démonstration qui tend à prouver que la différence de deux quantités élevées 
chacune à une puissance d’un nombre entier est divisible exactement par la 
différence de ces quantités non élevées à cette puissance. 


_ Voici de quelle manière, dans mes remarques sur l’Algèbre , j'ai démontré 
que w” — v” était divisible exactement par u —v ; on trouve par la division 


les termes extrêmes de cette équation étant de même forme, on doit avoir 
encore 


substituant cette valeur à la place du MAE terme de l'équation précédente, 
on aura 
f. ard- =y": Hy" shis Ta 


= y— 1 


Cette transformation pouvant se continuer indéfiniment, parce que la frac- 


tion qui termine le développement est toujours de même forme, nous voyons 
que 


[M æ a 


y pre HE 


y" 2221 


= y"-'y"->-}y"- Marre 2 


et qu'en général, en écrivant une suite dont le premier terme est y”, et les 
autres les puissances immédiatement inférieures, on peut s'arrêter à un terme 
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Suâx = (ax — Aav, + ar, ete.) u | 
—- (az, +-24r, +348, + etc.) Au Fejs: 
termes en Au, en A'u, elc. 5, 


Soar—(4r — ar, -} Ar, + ete.) v 
-4+ (4z, +-2ar,—-3ar, etc.) 4v te (6); 


—- termes en £w, en Mo, etc. 


(5), 


désignant par X et par X’ les termes entre les parenthèses, qui multiplient 
u et v, les équations (5) et (6) deviendront 

suss = Xu 4- X'au-}termes`en Au, en Au, etc... (7), 

soûx = Xo-X'Av -termes en aw, en Av, etc... (8). 

. 
On peut éliminer le terme en X entre ces équations, en multipliant la première 
par v et la seconde par «u, et prenant la différence, on aura | - 
uSvAr — vouAx =X'(uav — vau) -}- termes en av, en Au, etc.; 


passant aux limites, on supprimera les termes qui contiennent les différences 
des ordres supérieurs au premier, et cette équation se réduira à 


ufodx — vfudr =X (udv — vdu); 


à 


et comme par hypothèse les intégrales qui composent le premier membre sont 
nulles, en vertu des équations (1) dans lesquelles on transposerait les signes 2 et /, 
il restera | D 7 

X (udv — vdu) =0; 


supprimant le facteur commun X’, on aura 


udv — vdu = 0, 
équation qui donne 
do du .. 
— Á Á— 0; 
v w Å 


intégrant, il vient 
logo — log u +-constante—0 ; 
et, en représentant la constante par log n, on a 
log o—logu--logn hp: 
et, par la propriété des logarithmes, cette équation se réduit à 


log Log n =0; + 


passant aux nombres, on obtient 


d'où l'on tire 
v-Hnu=0; 
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L 
remettant à la place de v et de w les variations AV et AU, qui seront deve- 


nues 2V et ĉU, on aura 
SV -H nU = 0; 


multipliant par dv et intégrant, on aura 
Sdr + fnoUdr=0; 
et, en transposant les signes, on obtiendra 
2[Ndxr + nèf Udz—0, 
expression qui peut se mettre sous la forme 
SV + nU) dx —0, 
ee qui est l'équation 91 (art. 631, page 347). 
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